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1 Úvod 5

2 Metody redukce rozptylu 8

2.1 Metoda Antithetic Variates . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Metoda Moment Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Metoda Control Variates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 Metoda Importance Sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5 Metoda Stratified Sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.6 Metoda Latin Hypercube Sampling . . . . . . . . . . . . . . 26
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Kapitola 1

Úvod

Monte Carlo simulace, pojmenované podle mı́sta s proslulým casinem, kde

náhoda hraje d̊uležitou roli, otev́ıraj́ı dveře pro řešeńı komplexńıch a těžkých,

ale na druhou stranu praktických úloh. Spoč́ıvaj́ı v modelováńı tiśıc̊u možných

budoućıch scénář̊u pro vývoj čehokoli. Na základě představy o tom, v jaké

mı́̌re, s jakou pravděpodobnost́ı a kdy co může nastat, jsme schopni vytvářet

r̊uzné scénáře.

V historii byly např́ıklad využ́ıvány pro stanoveńı hodnoty π či pro

popsáńı vlastnost́ı nově objeveného neutronu. Dnes se s nimi můžeme běžně

setkat v oblasti fyziky, chemie i finanćı. V posledńı uvedené oblasti jsou

pomoćı Monte Carlo simulaćı mezi mnohými vypracovávány analýzy rizika

nebo oceňovány finančńı deriváty.

Důvod pro použ́ıváńı Monte Carlo simulaćı krásně popsal a okomentoval

Johnathan Mun v úvodu k třet́ı části knihy [9]. Citovaný text ponecháváme

v originálńım jazyce. ”An alternative to simulation is the use of highly com-

plex stochastic closed-form mathematical models. For analysts in a company,

taking graduate-level advanced math and statistics courses is just not logi-

cal or practical. A brilliant analyst would use all available tools at his or

her disposal to obtain the same answer the easiest and most practical way
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possible. And in all cases, when modeled correctly, Monte Carlo simulation

provides similar answers to the more mathematically elegant methods. In

addition, there are many real-life applications where clodes-form models do

not exist and the only recourse is to apply simulation methods.”

70. a 80. léta 20. stolet́ı dala vzniknout množstv́ı finančńıch produkt̊u,

nazývaných finančńı deriváty, které jsou svou povahou velmi r̊uznorodé. Ty

složitěǰśı z nich jsou spojené s komplikovanou funkćı závislosti zisku/ztráty

na ceně podkladového aktiva, a proto pro ně nelze obvykle odvodit analy-

tický vzorec. Je třeba přistoupit k simulaćım Monte Carlo. Daj́ı se s nimi

rovněž simulovat výplaty z jednodušš́ıch typ̊u derivát̊u, pokud pro vývoj

podkladového aktiva uvažujeme složitěǰśı stochastické procesy jako např.

procesy s proměnlivou volatilitou či skokové procesy.

Nejčastěji se simulacemi snaž́ıme źıskat odhad středńı hodnoty náhodné

veličiny (např. výplaty plynoućı z opce), jehož přesnost je závislá na jeho roz-

ptylu. Možnosti pro sńıžeńı rozptylu odhadu jsou dvě, zvýšeńı počtu scénář̊u,

ze kterých odhad poč́ıtáme, nebo vylepšeńı pr̊uběhu simulace. Pro Monte

Carlo simulace plat́ı obecná mı́ra konvergence 1/
√
n, tj. chceme-li doćılit

desetinásobného vylepšeńı odhadu, muśıme jej źıskat ze stonásobku scénář̊u

či pozorováńı. Jelikož plat́ı, č́ım v́ıce scénář̊u, t́ım v́ıce času pro jejich źıskáńı,

je otázka vylepšeńı pr̊uběhu simulace velmi podstatná.

V této práci se zaměř́ıme na metody redukce rozptylu odhad̊u genero-

vaných prostřednictv́ım Monte Carlo simulaćı a na jejich aplikaci. Druhá ka-

pitola obsahuje teoretický popis šesti takových metod, které jsou zmiňovány

v současné literatuře. Dále budeme tyto metody aplikovat na oceňováńı jed-

noho typu bariérových općı, kterým je up-and-out call opce. Nejprve se

zaměř́ıme na jednodušš́ı a velmi použ́ıvaný model pr̊uběhu ceny podkla-

dového aktiva, na difúzńı proces s konstantńımi parametry (často nazýván

též geometrický Brown̊uv pohyb). Posléze použijeme model se stochastickou

volatilitou.
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Charakteristiky zvolené bariérové opce a obeznámeńı s uvedenými mo-

dely najdeme ve třet́ı kapitole. Detailńı popis aplikace metod redukce roz-

ptylu použitý ve dvou r̊uzných modelech je obsažen v kapitole čtvrté a páté.

Simulace byly vytvořeny v programu Mathematica 6.0. Soubory jsou k

diplomové práci přiloženy na datovém nosiči.

U čtenáře předpokládáme alespoň základńı znalosti z oblasti finanćı a

teorie pravděpodobnosti.
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Kapitola 2

Metody redukce rozptylu

Ćılem této kapitoly je seznámit čtenáře se základńımi principy jednotlivých

metod, které se snaž́ı zvýšit efektivnost Monte Carlo simulaćı skrze snižováńı

rozptylu požadovaných odhad̊u. Popis metod a většina př́ıklad̊u vycházej́ı

z knihy Paula Glassermana [3]. Mezi daľśı prameny patř́ı zejména [7].

O efektivnosti a využitelnosti uvedených metod se dá ř́ıci to, že některé

metody jsou lépe využitelné, je-li výpočet omezen na počet pr̊uběh̊u n, jiné

se obt́ıžně použ́ıvaj́ı při složitěǰśıch procesech. Obecně můžeme ř́ıci, že př́ınos

jednotlivých metod záviśı sṕı̌se na specifikách simulace a jej́ıho pr̊uběhu než

na všeobecné použitelnosti. V závislosti na podmı́nkách simulace se metody

daj́ı kombinovat.

Mějme Y1, ..., Yn výstupy z n simulaćı. Pocházej́ı z jednoho rozděleńı,

které obvykle neznáme, a tak je naš́ım ćılem odhadnout alespoň středńı

hodnotu E[Y ]. Je běžné, že hodnoty Y1, ..., Yn, které jsou nezávislé, źıskáme

v pr̊uběhu simulace transformaćı náhodných generátor̊u ze známého rozděleńı.

Mohou být např. vyjádřeny jako

Yi = h(Zi1, Zi2, ..., Zid),

pro Zij ∼ N(0, 1).
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Z výpočetńıho hlediska nejjednodušš́ım, a proto často použ́ıvaným odha-

dem je aritmetický pr̊uměr

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi,

který je odhadem nestranným a konzistentńım, tj.

E[Ȳ ] = E[Y ],

a

lim
n→∞

P(|Ȳ − E[Y ]| > ε) = 0.

Přesnost odhadu je dána jeho variabilitou, proto nám zálež́ı na jeho

malém rozptylu. Máme-li dva r̊uzné odhady středńı hodnoty (např. arit-

metický a vážený pr̊uměr nebo pr̊uměr a medián), řekneme, že jeden z nich

je vydatněǰśı, pokud má menš́ı rozptyl než ten druhý. Vydatným odhadem

je potom takový, který má nejmenš́ı rozptyl ze všech možných odhad̊u.

Snaž́ıme-li se tedy sńıžit rozptyl odhadu změnou pr̊uběhu simulace, měńı-

me jeden odhad daného parametru za odhad vydatněǰśı.

Jako odhad samotného rozptylu, který bývá využ́ıván při intervalových

odhadech středńı hodnoty, slouž́ı výběrový rozptyl1 daný vzorcem

s2 =
1

n

n∑
i=1

(
Yi − Ȳ

)2

.

2.1 Metoda Antithetic Variates

Název této metody by se dal přeložit jako ”opačné veličiny”. Spoč́ıvá ve

dvoj́ım využit́ı jedné vygenerované hodnoty ze známého rozděleńı. Např́ı-

klad odhadujeme-li cenu opce skrze difúzńı proces, potřebujeme při simulaci

1Za výběrový rozptyl bývá někdy označován obdobný vzorec, který má ve jmenovateli

mı́sto n hodnotu n−1. Oba odhady jsou nestranné, ale odhad s n−1 je nav́ıc konzistentńı.

Pro velké n však tento rozd́ıl nehraje roli.
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generovat nezávislé hodnoty normovaného normálńıho rozděleńı, které dále

využ́ıváme k výpočtu změny ceny podkladového aktiva. Při zohledněńı me-

tody Antithetic Variates použijeme vygenerovanou hodnotu z N(0, 1) jed-

nou se znaménkem plus a jednou se znaménkem mı́nus. T́ımto jednoduchým

”trikem” źıskáme hned dvě r̊uzné změny ceny podkladového aktiva. To je

velkou výhodou převážně v situaćıch, kdy generováńı nových a nových hod-

not náhodné veličiny vykazuje jistou časovou náročnost.

Vycháźıme zde z úvahy, že je-li Z normálně rozdělená náhodná veličina

se středńı hodnotou nula a konstantńım rozptylem, značme Z ∼ N(0, σ2),

pak i −Z je normálně rozdělená náhodná veličina se středńı hodnotou nula a

stejným rozptylem. Obdobně můžeme zacházet i s rovnoměrně rozdělenými

veličinami. Necht’ U je rovnoměrně rozdělená náhodná veličina na intervalu

[0, 1], znač́ıme U ∼ Unif [0, 1], pak 1 − U má totéž rozděleńı. Chceme-li

vygenerovat při simulováńı jednu cestu s využit́ım hodnot Z1, Z2, ..., Zd, resp.

U1, U2, ..., Ud můžeme snadno a rychle źıskat daľśı cestu užit́ım −Z1,−Z2, ...,

−Zd, resp. 1 − U1, 1 − U2, ..., 1 − Ud, aniž bychom nějak změnili či ovlivnili

celou simulaci.

V př́ıpadě jiných pravděpodobnostńıch rozděleńı muśıme zapojit inverzńı

distribučńı funkci. Plat́ı, že F−1(U) i F−1(1− U) maj́ı stejné rozděleńı

s distribučńı funkćı F .

Pro odhad středńı hodnoty E[Y ] využijme toto zobecněńı. Necht’ dvojice

(Yi, Ỹi), i = 1, ..., n, jsou hodnoty źıskané výše zmı́něným postupem, tj.

• dvojice (Y1, Ỹ1), (Y2, Ỹ2), ..., (Yn, Ỹn) jsou nezávislé, stejně rozdělené a

• pro každé i, Yi a Ỹi maj́ı stejné rozděleńı, ač nejsou nezávislé.

Odhad středńı hodnoty E[Y ] pomoćı metody Antithetic Variables je pak

pr̊uměr všech 2n hodnot. Lze si jej ale rovněž představit jako pr̊uměr z n
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pr̊uměr̊u opačných dvojic.

ŶAV =
1

2n

(
n∑
i=1

Yi +
n∑
i=1

Ỹi

)
=

1

n

n∑
i=1

(
Yi + Ỹi

2

)
(2.1)

Stejně jako u předchoźı metody se i zde budeme zabývat otázkou mı́ry

redukce rozptylu. V podmı́nkách velké časové náročnosti na źıskáváńı nových

generátor̊u bude metoda Antithetic Variates jistě př́ınosná. V situaci, kdy

neńı velký rozd́ıl mezi vygenerováńım nové hodnoty Yj a spočteńım hodnoty

Ỹi, pak chceme, aby

Var
[
ŶAV

]
< Var

[
1

2n

2n∑
i=1

Yi

]
.

Z nezávislosti dvojic i jednotlivých hodnot Yi źıskáme

Var

[
Yi + Ỹi

]
< Var

[
Yi + Yj

]
= 2Var[Yi], i 6= j.

Levou stranu můžeme ještě dále upravit jako

Var

[
Yi + Ỹi

]
= Var[Yi] + Var[Ỹi] + 2Cov[Yi, Ỹi]

= 2Var[Yi] + 2Cov[Yi, Ỹi].

Z posledńıch dvou rovnic vyplývá, že rozptyl hodnot źıskaných pomoćı

metody Antithetic Variates je menš́ı než rozptyl 2n nezávislých hodnot,

pokud

Cov[Yi, Ỹi] < 0.

Tato podńımka negativńı kovariance neńı až tak triviálńım předpokladem

z toho d̊uvodu, že Yi = h(Z1, Z2, ..., Zd), resp. Yi = h(U1, U2, ..., Ud) a Ỹi =

h(−Z1,−Z2, ...,−Zd), resp. Ỹi = h(1−U1, 1−U2, ..., 1−Ud, kde h je libovolná

funkce. Jak uvád́ı Glasserman v [3], postač́ı, když h bude funkce monotónńı.

V př́ıpadě, že bude dokonce lineárńı, dojdeme k závěru, že Var[Yi + Ỹi] = 0,

nebot’
Z + (−Z)

2
= 0 a

U + (1− U)

2
=

1

2
.
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Závěrem shrňme, že použ́ıváńı metody ”opačných” hodnot bude výhodné

při velké náročnosti generováńı nových hodnot náhodných veličin či za před-

pokladu, že h bude skoro lineárńı.

2.2 Metoda Moment Matching

Název této metody, který lze do češtiny volně přeložit jako momentová me-

toda, naznačuje, že se budeme snažit zajistit rovnost teoretických a výběro-

vých (centrálńıch) moment̊u. V nejjednodušš́ım př́ıpadě je to rovnost jen

prvńıch moment̊u, tedy středńı hodnoty a pr̊uměru. Dále můžeme porovnávat

teoretický a výběrový rozptyl jako druhé centrálńı momenty a některé mo-

dely využ́ıvaj́ı i momenty vyšš́ıch řád̊u. V této práci se budeme zabývat

prvńımi momenty, druhými momenty jen okrajově.

Moment Matching bývá použ́ıván zejména pro oceňováńı podkladových

aktiv, nebot’ od přesnosti odhadu budoućı ceny aktiva se odv́ıj́ı i přesnost

odhadu spravedlivé ceny derivátu. Jej́ı použit́ı bude významné předevš́ım v

situaci, kdy generujeme málo hodnot.

Zmı́ńıme dva r̊uzné postupy porovnáváńı moment̊u: transformace jed-

notlivých cest (generátor̊u) a jejich vážeńı. Obě varianty si popǐsme na si-

mulováńı cen podkladového aktiva St za předpokladu

E[St] = ertS0,

kde r je konstatńı, rizikově neutrálńı úroková mı́ra.

Simulujme náhodné generátory S1t, S2t, ..., Snt a spočtěme jejich aritme-

tický pr̊uměr S̄t. Pro nevelké n můžeme očekávat, že docháźı k vychýleńı

odhadu a že

e−rtS̄t 6= S0.

Abychom se vyhnuli takovému vychýleńı, můžeme provést transformaci
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generátor̊u aditivńım nebo multiplikativńım zp̊usobem:

S̃it = Sit + E[St]− S̄t, i = 1, ..., n, (2.2)

S̃it = Sit
E[St]

S̄t
, i = 1, ..., n. (2.3)

V obou př́ıpadech jsme zajistili, že

1

n

n∑
i=1

S̃it = E[St]. (2.4)

Př́ıklad 2.2.1 Využit́ı této transformace lze názorně ukázat na formulaci

put-call parity pro konečná n, která vycháźı z obecného tvaru

e−rTE[(ST −K)+]− e−rTE[(K − ST )+] = S(0)− e−rTK,

vzniklého přenásobeńım výrazem e−rT a aplikaćı středńı hodnoty na identitu

(ST −K)+ − (K − ST )+ = ST −K.

Vztahy (2.2) a (2.3), které zajǐst’uj́ı vlastnost (2.4), zajǐst’uj́ı zároveň

e−rT
1

n

n∑
i=1

(S̃iT −K)+ − e−rT 1

n

n∑
i=1

(K − S̃iT )+ = S0 − e−rTK.

Druhým uvedeným zp̊usobem, jak přistoupit k metodě Moment Matching,

je vážeńı jednotlivých hodnot, tedy nalezeńı takových vah w1, ..., wn, pro

které plat́ı
n∑
i=1

wiSiT = erTS0,

n∑
i=1

wi = 1

a které můžeme dále použ́ıt např. pro odhad ceny call opce

e−rT
n∑
i=1

wi(SiT −K)+.

Doposud jsme brali v úvahu jen prvńı momenty. Nyńı si na př́ıkladu

ukažme možnost použit́ı i druhých moment̊u.
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Př́ıklad 2.2.2 Předpokládejme, že chceme źıskat náhodné generátory Zi,

i = 1, ..., n, které budou odpov́ıdat výběru z normovaného normálńıho rozděle-

ńı. Jsme ale z jistých d̊uvod̊u omezeni na počet generátor̊u. Tı́m zjevně dojde

k vychýleńı pr̊uměru Z̄ od nuly a výběrového rozptylu s2 od jedné. Avšak nor-

malizaćı p̊uvodńıch generátor̊u na

Z∗i =
Zi − Z̄
s

, i = 1, ..., n,

tedy odečteńım pr̊uměru a vyděleńım směrodatnou odchylkou doćıĺıme, že

prvńı dva výběrové (centrálńı) momenty odpov́ıdaj́ı moment̊um teoretickým,

nebot’

Z̄∗ =
1

n

n∑
i=1

Zi − Z̄
s

=
Z̄ − Z̄
s

= 0,

s2∗ =
1

n

n∑
i=1

(
Zi − Z̄
s

− 0)2 =
s2

s2
= 1.

Účinnost této metody bude patrná převážně pro malá n, kdy bude dochá-

zet k větš́ımu vychýleńı pr̊uměru od středńı hodnoty a výběrového rozptylu

od rozptylu teoretického.

2.3 Metoda Control Variates

Předpokládejme nyńı, že při každé simulaci, ze které źıskáme hodnotu Yi,

jsme schopni generovat hodnotuXi tak, že (Xi, Yi), i = 1, ..., n jsou nezávislé,

stejně rozdělené dvourozměrné veličiny a E[X] známe. Za Yi si můžeme

představit např́ıklad výplaty z americké opce a za Xi výplaty z opce ev-

ropské, jej́ıž středńı hodnota je dána Black-Scholesovým vzorcem, vše za

podmı́nek difúzńıho procesu.

Necht’ b je konstanta. Definujme

Yi,CV = Yi − b(Xi − E[X]).
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Odhad středńı hodnoty E[Y ] źıskaný pomoćı metody Control Variates je

aritmetický pr̊uměr těchto veličin, tedy

ȲCV = Ȳ − b(X̄ − E[X]). (2.5)

Je rovněž nestranným odhadem, nebot’ plat́ı

E[ȲCV ] = E[Ȳ ]− b(E[X̄]− E[X]) = E[Ȳ ] = E[Y ].

Jeho rozptyl je

Var[ȲCV ] =
1

n2

n∑
i=1

Var[Yi − b(Xi − E[X])] =
1

n
Var[Yi − bXi]

=
1

n

(
Var[Y ] + b2Var[X]− 2bCov[X, Y ]

)
. (2.6)

Co budeme dosazovat za konstantu b? S ohledem na náš ćıl se muśı jednat

o optimálńı koeficient b∗ minimalizuj́ıćı rozptyl (2.6), tedy

b∗ =
Cov[X, Y ]

V ar[X]
.

Nyńı bychom si měli položit otázku, zda a jak moc vydatněǰśı je od-

had ȲCV v porovnáńı s tradičńım odhadem pomoćı aritmetického pr̊uměru.

Pod́ıvejme se na poměr jejich rozptyl̊u.

Var[ȲCV ]

Var[Ȳ ]
=

Var[Ȳ − b∗(X̄ − E[X])]

Var[Ȳ ]

=
Var[Y ] + (b∗)2Var[X]− 2b∗Cov[X, Y ]

Var[Y ]

= 1− ρ2
XY (2.7)

Z tohoto poměru vyplývá, že druhou veličinou kontrolovaný odhad bude

vydatněǰśı tehdy, když X a Y budou korelované. Bude t́ım vydatněǰśı,

č́ım vyšš́ı bude absolutńı hodnota korelace. Zároveň muśıme poukázat na

skutečnost, že je tento poměr dosti citlivý na malé změny korelace. Pokud
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bychom po čase zjistili, že X a Y nejsou tak silně (pozitivně či negativně)

korelované, jak jsme předpokládali, nebyla by redukce rozptylu tak výrazná.

Jelikož neznáme středńı hodnotu E[Y ], nebudeme často znát ani rozptyl,

kovarianci a výpočet b∗ nebude možný. Muśıme proto při výpočtu konstanty

b využ́ıt výběrový rozptyl a výběrovou korelaćı mezi pozorovanými hodno-

tami Xi a Yi. Výsledný odhad pro středńı hodnotu E[Y ] bude

ȲCV = Ȳ − b̂n(X̄ − E[X]),

kde

b̂n =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(Xi − X̄)2
.

Př́ıklad 2.3.1 Výběr kontrolńı veličiny X nemuśı být často nijak náročný.

M̊užeme využ́ıt specifik dané simulace, která se zpravidla odv́ıj́ı od počátečńı

posloupnosti generátor̊u z nějakého známého rozděleńı, např. z rovnoměrného

rozděleńı na intervalu [0, 1]. Známe-li rozděleńı, známe i středńı hodnotu,

zde 0,5, m̊užeme ji spolu s pr̊uměrem generátor̊u dosadit do (2.5). Zde pak

plat́ı obdobně poznámka uvedená u metody Antithetic Variates, tedy pokud by

byla závislost Y na počátečńı posloupnosti generátor̊u ze známého rozděleńı

dokonce lineárńı, výsledný rozptyl bude nulový.

M̊užeme využ́ıt i jiný nestranný odhad pro středńı hodnotu, např. jeden

z odhad̊u uvedených v této kapitole. Označme jej Ỹ . Vı́me, že rozd́ıl (Ȳ − Ỹ )

má nulovou středńı hodnotu. Odhad ȲCV tedy m̊uže být roven Ȳ − b(Ȳ − Ỹ ).

Krajńı hodnoty b = 0 a b = 1 odpov́ıdaj́ı situaci, kdybychom za odhad středńı

hodnoty vybrali jen jeden z d́ılč́ıch odhad̊u, ale pro b ∈ (0, 1) źıskáme CV

odhad s menš́ım rozptylem, než by měl každý z těch dvou.

2.4 Metoda Importance Sampling

Redukce rozptylu můžeme doćılit i změnou pravděpodobnostńı mı́ry, tj.

změnou pravděpodobnostńıho rozděleńı náhodných generátor̊u. Předpoklá-
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dejme, že hodnoty Yi jsou funkćı náhodných generátor̊u z nějakého známého

rozděleńı. Např. pro normálńı rozděleńı mějme Yi = h(Z1, Z2, ..., Zd).

Obecně se snaž́ıme odhadnout

E[Y ] = E[h(X)] =

∫
h(x)f(x)dx, (2.8)

kde X je d-rozměrná náhodná veličina s hustotou f a funkce h je z <d do <.

Obvyklý odhad v podobě aritmetického pr̊uměru záviśı na hodnotách Xi,

které představuj́ı nezávislé náhodné generátory z rozděleńı s hustotou f :

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

h(Xi).

Necht’ g je jiná hustota na <d, která pro všechna x ∈ <d splňuje podmı́nku

f(x) > 0⇒ g(x) > 0.

Vztah (2.8) můžeme přepsat na

E[Y ] =

∫
h(x)

f(x)

g(x)
g(x) = Eg

[
h(X)

f(X)

g(X)

]
.

Symbolem Eg[·] chceme označit středńı hodnotu danou hustotou g, nikoli

hustotou f jako u E[·]. Dı́ky této změně hustoty źıskáme nestranný odhad

pro středńı hodnotu E[Y ]

ŶIS =
1

n

n∑
i=1

h(Xi)
f(Xi)

g(Xi)
.

U této metody se nelze obecně vyjádřit k mı́̌re redukce rozptylu. Může

dokonce doj́ıt k jeho navýšeńı. Porovnejme nyńı mı́sto rozptyl̊u raději druhé

obecné momenty. Teoretický druhý moment je dán jako E[Y 2] = E[h(X)2].

Druhý moment po změně hustoty je

Eg

[(
h(X)

f(X)

g(X)

)2]
=

∫ (
h(x)

f(x)

g(x)

)2

g(x)dx =

=

∫
h(x)2f(x)

g(x)
f(x)dx = E

[
h(X)2f(X)

g(X)

]

17



Mı́ra redukce rozptylu pak záviśı na poměru obou hustot. Úspěch metody

Importance Sampling je tud́ıž podmı́něn dobrým výběrem hustoty g, přičemž

se obecně snaž́ıme, aby g(X) bylo velké pro velké hodnoty h(X) a naopak.

Pak totiž doćıĺıme sńıžeńı výrazu E[h(X)2 f(X)
g(X)

].

Při oceňováńı općı dále využijeme fakt, že jednotlivé složky vektoru X

jsou v podstatě nezávislé, stejně rozdělené. Proto lze poměr hustot (likeli-

hood ratio) přepsat jako

f(X)

g(X)
=

d∏
i=1

fM(Xi)

gM(Xi)
.

Označeńım fM a gM se mı́ńı marginálńı hustoty d-rozměrného rozděleńı se

sdruženou hustotou f a g. Jak vyplývá z př́ıkladu, tyto pod́ıly lze často

jednoduše stanovit.

Př́ıklad 2.4.1 Necht’ se vektor X skládá z d složek, které jsou p̊uvodně

z N(0, 1). Změňme nyńı pravděpodobnostńı rozděleńı na N(α, 1). Marginálńı

hustoty a poměr sdružených hustot pak nabývaj́ı podoby

fM(x) =
1√
2π

exp

(
− x2

2

)
,

gM(x) =
1√
2π

exp

(
− (x− α)2

2

)
,

d∏
i=1

fM(Zi)

gM(Zi)
= exp

(
− α

d∑
i=1

Zi + d
α2

2

)
.

Při obecném posunut́ı z d-rozměrného Nd(0, I) na Nd(µ, I), kde µ je d-

rozměrný vektor a I je jednotková matice typu dxd, se poměr hustot rovná

f(Z)

g(Z)
= exp

(
− µTZ +

1

2
µTµ

)
. (2.9)
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2.5 Metoda Stratified Sampling

Tato metody vycháźı z jednoduché věty o výpočtu středńı hodnoty pomoćı

středńıch hodnot podmı́něných:

E[Y ] =
K∑
i=1

P(Y ∈ Ai) · E[Y |Y ∈ Ai], (2.10)

kde A1, A2, ..., AK je systém disjunktńıch množin splňuj́ıćı

P(Y ∈
K⋃
i=1

Ai) = 1.

Označme pi = P(Y ∈ Ai) a ni počet těch Yi, které spadaj́ı do intervalu

Ai. Pod́ıl ni v̊uči n se obecně nemuśı pi rovnat, ale bude se při náhodném

generováńı této pravděpodobnosti s rostoućım n limitně bĺıžit. Množiny Ai

budeme nazývat strata (jednotné č́ıslo stratum). Např́ıklad pro rovnoměrné

rozděleńı na intervalu [0, 1] si daný systém můžeme představit jako r̊uzně

malé, disjunktńı intervaly, jej́ıchž sjednoceńım je [0, 1]. V př́ıpadě normálńıho

rozděleńı by sjednoceńım musela být všechna reálná č́ısla.

Vrámci metody Stratified Sampling můžeme sami rozhodnout, jak velké

má každé ni být. Postač́ı nám, že v́ıme, že náhodný generátor spadaj́ıćı do

Ai má rozděleńı Y |Y ∈ Ai.
Jednou variantou je, že zajist́ıme, aby ni/n bylo přibližně rovno teoretické

pravděpodobnosti pi. Označ́ıme-li Yij, j = 1, ..., ni, výstupy př́ıslušej́ıćı i-

tému stratu a využijeme-li (2.10), źıskáme vzorec pro odhad středńı hodnoty

pomoćı metody Stratified Sampling:

ŶSS =
K∑
i=1

pi ·
1

ni

ni∑
j=1

Yij =
1

n

K∑
i=1

ni∑
j=1

Yij. (2.11)

Vztah (2.11) je podobný aritmetickému pr̊uměru. Rozd́ılem v náš prospěch

je vlastnost, že ŶSS nezohledňuje variabilitu generátor̊u mezi jednotlivými

straty, aniž by potlačoval variabilitu uvnitř jednotlivých strat. Můžeme si to
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představit tak, že při generováńı hodnot z normálńıho rozděleńı za použit́ı

metody Stratified Sampling nemůže doj́ıt k náhodnému nadbytečnému ku-

mulováńı hodnot kolem středńı hodnoty. Všechny generátory budou rozdělené

po reálné ose a jejich histogram se bude podobat Gaussově křivce, tedy hus-

totě normálńıho rozděleńı.

Jiná situace nastane, pokud se nebudeme držet proporcemi danými prav-

děpodobnostmi p1, ....pK a dovoĺıme, aby četnosti n1, ..., nK nabývaly libo-

volných hodnot. S využit́ım označeńı qi = ni/n muśıme v posledńı části

rovnice (2.11) vynásobit součet generátor̊u v daném stratu poměrem jejich

teoretického a realizovaného počtu.

ŶSS =
K∑
i=1

pi ·
1

ni

ni∑
j=1

Yij =
1

n

K∑
i=1

pi
qi

ni∑
j=1

Yij

Za určitých podmı́nek je výhodněǰśı použ́ıt zobecněńı vztahu (2.10)

E[Y ] =
K∑
i=1

P(X ∈ Ai) · E[Y |X ∈ Ai], (2.12)

kde X je libovolná, i v́ıcerozměrná veličina splňuj́ıćı P(X ∈
⋃K
i=1Ai) = 1.

Pak pi = P(X ∈ Ai) a generujeme nezávislé dvojice (Xij, Yij), j = 1, ..., ni.

Př́ıklad 2.5.1 Necht’ U má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1]. Za

systém strat vezmeme

A1 =

[
0,

1

n

]
, A2 =

(
1

n
,

2

n

]
, ..., An =

(
n− 1

n
, 1

]
.

Pravděpodobnost každého strata je 1/n, při proporcionalitě mezi pravděpodob-

nost́ı a počtem generátor̊u budeme generovat jednu hodnotu z každého strata.

Tu źıskáme jako

Vi =
i− 1 + Ui

n
, i = 1, ..., n,

kde každé Ui je náhodný generátor z Unif [0, 1]. Náhodná veličina V má

podmı́něné rozděleńı U |U ∈ Ai.
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V př́ıpadě, že bychom chtěli r̊uzně pravděpodobná strata, vezmeme po-

sloupnost 0 = a0 < a1 < ... < aK−1 < aK = 1 a strata Ai = (ai−1, ai]. Má-li

podmı́něné rozděleńı U |U ∈ Ai být rovnoměrné na i-tém stratu, bude platit

Vi = ai−1 + Ui(ai − ai−1).

Předpokládejme nyńı, že máme obecné pravděpodobnostńı rozděleńı

s distribučńı funkćı F definovanou na < a inverzńı distribučńı funkćı defino-

vanou jako F−1(u) = inf{x : F (x) ≤ u}. Předpokládejme dále, že jsou dány

pravděpodobnosti p1, ..., pK a že lze nalézt posloupnost kvantil̊u

a0 = −∞, a1 = F−1(p1), a2 = F−1(p1+p2), ..., aK = F−1(
∑

pi) = F−1(1) =∞,

a od ńı odvozená strata

Ai = (ai−1, ai], i = 1, ..., K − 1, AK = (aK−1, aK).

V tomto okamžiku můžeme pokračovat dvěma odlǐsnými zp̊usoby.

V př́ıpadě, že budeme dále uvažovat Unif [0, 1] na každém stratu, bude opět

Vi = ai−1 + Ui(ai − ai−1). Použ́ıt rovnoměrné rozděleńı na okrajových stra-

tech (−∞, a1] a (aK−1,∞) však může vést k velkým nepřesnostem. Zároveň

docháźı k velkému zkresleńı při malém K.

Druhý zp̊usob je značně náročněǰśı na výpočet, nebot’ budeme častěji

určovat hodnotu inverzńı distribučńı funkce, ale na druhou stranu dosáhneme

větš́ı preciznosti. Náhodné generátory budou lépe koṕırovat dané rozděleńı

při malém K i v okrajových stratech.

V tomto druhém př́ıpadě z počátku využijeme př́ıklad 2.5.1. Rozděĺıme

interval [0, 1] na libovolná strata a na každém i-tém stratu vygenerujeme N

hodnot podle předpisu

Vij =
i− 1 + Uij

n
, i = 1, ..., n, j = 1, ..., N.

Teprve poté použijeme inverzńı distribučńı funkci zvoleného rozděleńı. Náhod-

né generátory tvaru

F−1(Vij)
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budou splňovat podmı́nku, že

F−1(Vij) ∈ Ai, i = 1, ..., n, j = 1, ..., N.

Následuj́ıćı grafy zobrazuj́ı histogramy generátor̊u pro N(0, 1). Chceme

srovnat běžné náhodné generováńı a prvńı výše uvedený zp̊usob použit́ı Stra-

tified Sampling, tedy rovnoměrným rozděleńım na každém stratu. Horńı pa-

nel zachycuje histogramy bez použit́ı metody Stratified Sampling, dolńı

s použit́ım této metody (100 stejně pravděpodobných strat). Grafy vlevo

jsou vyhotoveny pro 500 generátor̊um (5 hodnot v každém stratu), grafy

vpravo pro 10 000.
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Obrázek 2.1: Simulace N(0, 1). 500 a 10 000 generátor̊u.
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Obrázek 2.2: Simulace N(0, 1) s využit́ım metody Stratified Sampling. 500

a 10 000 generátor̊u.
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Pro velké n si jsou oba histogramy dosti podobné, pro malé n je však

vidět velký rozd́ıl. Na dolńıch grafem je vidno, že užit́ı prvńıho zp̊usobu

při stratifikaci jiného než rovnoměrného rozděleńı (jak zmı́něno výše) dělá

problémy v okrajových intervalech, může zp̊usobovat tzv. těžké chvosty.

V některých př́ıpadech jako je oceňováńı općı, jejichž hodnota záviśı na

pr̊uběhu ceny podkladového aktiva (a mezi něž patř́ı i námi zvolená bariérová

opce), bychom chtěli stratifikovat pouze konečné hodnoty. Zde se pak už́ıvá

konstrukce tzv. Brownova mostu, který si přibĺıž́ıme až při implementaci na

konkrétńı model v daľśı kapitole. Abychom čtenáři poskytli jistou základńı

představu, popǐsme obrázek 2.3 přejatý z [3], strana 222.

Na tomto obrázku simulujeme deset r̊uzných vývoj̊u náhodné veličiny

Xt. Vı́me, že X0 = 0, X1 ∼ N(0, 1) a že známe-li X0 a X1, jsme schopni

dopoč́ıtat zbylé hodnoty Xt, 0 < t < 1. Pokud nám z jakýchkoli d̊uvod̊u

zálež́ı jen na rozlǐsnosti hodnot X1, zajist́ıme, aby každá spadala do jiného

z deseti stejně pravděpodobných strat a předchoźı pr̊uběh dopoč́ıtáme.

Odpověd’ na tradičńı otázku, k jak velké redukci rozptylu pomoćı této

metody dojde, neńı tak jednoduchá. Mějme A1, ..., AK strata stanovená dle

(2.12) pro veličinu X, pi = P(X ∈ Ai) př́ıslušné pravděpodobnosti a Yij

generátory s rozděleńım Y za podmı́nky X ∈ Ai. Označme

µi = E[Yij] = E[Y |X ∈ Ai],

σ2
i = Var[Yij] = Var[Y |X ∈ Ai].

Nestrannost ŶSS je patrná ze vztahu

E[ŶSS] =
K∑
i=1

pi ·
1

ni

ni∑
j=1

E[Yij] =
K∑
i=1

piµi = E[Y ].

Pro rozptyl ŶSS plat́ı

Var[ŶSS] =
K∑
i=1

p2
i ·

1

n2
i

ni∑
j=1

Var[Yij] =
K∑
i=1

p2
iσ

2
i

ni
=
σ2(q)

n
, (2.13)
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Obrázek 2.3: Simulace deseti pr̊uběh̊u veličiny Xt.

kde

σ2(q) =
K∑
i=1

p2
iσ

2
i

qi

je výraz, který budeme srovnávat s Var[Y ], neb Var[Ȳ ] = Var[Y ]/n.
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Var[Y ] = E[Y 2]− (E[Y ])2

=
K∑
i=1

pi · E[Y 2|X ∈ Ai]−

(
K∑
i=1

pi · E[Y |X ∈ Ai]

)2

=
K∑
i=1

pi(σ
2
i + µ2

i )−

(
K∑
i=1

piµi

)2

=
K∑
i=1

piσ
2
i +

K∑
i=1

piµ
2
i −

(
K∑
i=1

piµi

)2

(2.14)

V př́ıpadě proporcionality mezi pi a ni, kdy pi = qi dojde ke zjednodušeńı

výrazu σ2(q) na

σ2(q) =
K∑
i=1

piσ
2
i .

Jestliže Jensenova nerovnost ř́ıká, že

K∑
i=1

piµ
2
i ≥

(
K∑
i=1

piµi

)2

,

pak

Var[ŶSS] ≤ Var[Ȳ ],

tzn. že metoda Stratified Sampling s proporcionálńım vztahem mezi pi a ni

ovlivňuje rozptyl odhadu pouze směrem dol̊u. Př́ıpadná rovnost nastává pro

µi všechna stejná.

V př́ıpadě libovolných ni nedojde ke zjednodušeńı výrazu σ2(q) a hod-

noty qi ze vztahu (2.13) nevypadnou. Budeme-li tento vztah přes všechna

př́ıpustná qi minimalizovat, tedy za podmı́nek
∑K

i=1 qi = 1 a qi > 0, i =

1, ..., K, můžeme dosáhnout ještě větš́ı redukce rozptylu.

Řešeńım jsou optimálńı hodnoty

q∗i =
piσi∑K
j=1 piσi

,
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σ2(q∗) =
K∑
i=1

p2
iσ

2
i

q∗i
=

(
K∑
i=1

piσi

)2

.

Při použ́ıváńı této metody je často obt́ıžné stanovit ”podp̊urnou” veličinu

X, rozhodnout o systému strat či o hodnotách n1, n2, ..., nK . Daľśı nevýhodou

této metody je, že generováńı Yij, resp. (Xij, Yij) může být pro některá strata

daleko náročneǰśı než pro strata zbývaj́ıćı.

2.6 Metoda Latin Hypercube Sampling

Metoda Latin Hypercube Sampling vycháźı ze stejných úvah jako Strati-

fied Sampling, tj. z podmı́něné středńı hodnoty na sjednoceńı disjunktńıch

interval̊u. Umožňuje ”stratifikaci” ve vyšš́ıch dimenźıch, kdy v́ıcerozměrná

metoda Stratified Sampling selhává. Pod pojmem stratifikace rozumějme

generováńı náhodných hodnot z d́ılč́ıch interval̊u. Detailńıho vysvětleńı se

nám dostává v [3] na př́ıkladu d-rozměrné jednotkové krychle [0, 1]d.

Chceme-li interval [0, 1] rozdělit na K strat v každé dimenzi, dostaneme

celkem Kd strat. Jelikož metoda Stratified Sampling požaduje alespoň jedno

pozorováńı v každém stratu, potřebujeme dohromady alespoň Kd pozo-

rováńı. Takový počet hodnot lze při malém d zajistit, ale pro větš́ı d bychom

potřebovali malé K, abychom byli schopni pracovat s daným počtem pozo-

rováńı. Pro malá K však neńı stratifikace výhodná.

Tuto nevýhodu potřeby velkého množstv́ı pozorováńı metody Latin Hy-

percube Sampling potlačuje.

Mějme pevné d a K. Uvažujme d-rozměrnou jednotkovou krychli, interval

[0, 1] v každé dimenzi rozdělme na K strat po jednom pozorováńı. Necht’ Uij

jsou pro každé i = 1, ..., d, a každé j = 1, ..., K nezávislá, na intervalu [0, 1]

rovnoměrně rozdělené generátory. Necht’ dále π1, ..., πd představuj́ı nezávislé

náhodné permutace č́ısel 1, ..., K.
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Polož́ıme-li

Vij =
πij − 1 + Uij

K
(2.15)

a

Zij = Φ−1
(
Vij

)
,

představuje d-rozměrný vektor (V1j, V2j, ..., Vdj) náhodný generátor z rov-

noměrného rozděleńı na [0, 1]d, d-rozměrný vektor (Z1j, Z2j, ..., Zdj) náhodný

generátor z d-rozměrného normovaného normálńıho rozděleńı (Φ−1 indikuje

inverzńı distribučńı funkci rozděleńı N(0, 1)) a matice Vij, resp. Zij náhodný

výběr o velikosti K z daného d-rozměrného rozděleńı. Hodnoty Vij, resp. Zij

dále transformujeme libovolnou funkćı tak, abychom dosáhli požadovaného

odhadu.

V př́ıpadě, že bychom neuvažovali d-rozměrnou krychli [0, 1]d, ale obecné

intervaly, dá se výše uvedený postup s K strat na intervalu [0, 1] v každé

z d dimenźı zobecnit na Ki strat na intervalu [ai, bi] v i-té dimenzi.

Př́ıklad 2.6.1 Uvažujme, že chceme na základě předpokladu difúzńıho pro-

cesu odhadnout cenu podkladového aktiva za dva dny a chceme znát osm

r̊uzných vývoj̊u této ceny. Pak polož́ıme d = 2 a K = 8, nebot’ chceme

osm náhodných generátor̊u Vij z dvourozměrného rovnoměrného rozděleńı,

které budeme posléze převádět na generátory Zij z dvourozměrného normo-

vaného normálńıho rozděleńı. Při použit́ı metody Stratified Sampling bychom

potřebovali 64 náhodných generátor̊u, každý z nich by ležel v jednom d́ılč́ım

čtverečku (viz obr. 2.4).

Pro nezávislé náhodné permutace

π1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) a π2 = (5, 4, 7, 6, 8, 2, 1, 3)

mohou hodnoty Vij nabývat např́ıklad hodnot

(0, 2; 4, 8), (1, 9; 3, 3), (2, 7; 6, 3), (3, 9; 5, 4),
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(4, 7; 7, 8), (5, 2; 1, 6), (6, 6; 0, 7) a (7, 7; 2, 8).

Projekćı do dvourozměrné mř́ı̌zky źıskáme obrázek 2.4 převzatý z [3].

Obdobné obrázky pro d = 4 lze nalézt v [7] na straně 121.

Obrázek 2.4: Náhodný výběr z dvourozměrného rovnoměrného rozděleńı

źıskaný metodou Latin Hypercube Sampling při d = 2 a K = 8.

Co se týče problematiky mı́ry efektivnosti, odkazujeme z d̊uvodu větš́ı

teoretické náročnosti na [3], str. 240. Zde poskytneme jen krátký souhrn.

Předpokládejme, že metodu Latin Hypercube Samplin použ́ıváme na

[0, 1]d a že se snaž́ıme odhadnout

αh =

∫
[0,1]d

h(u)du
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pro integrovatelnou funkci h, kterou transformujeme generátory na konečný

výsledek, h : [0, 1]d → <. Standartńı odhad při užit́ı Monte Carlo simulaćı

bude

α̂h =
1

K

K∑
j=0

h(U1j, ..., Udj),

kde Uij jsou nezávislé, na [0, 1] rovnoměrně rozdělené náhodné generátory.

Označ́ıme-li σ2 = Var[h(U1j, ..., Udj)], j = 1, ..., K, pak Var[α̂h] = σ2/K.

Glasserman s odkazem na [10] rozkládá funkci h na dvě časti. Necht’ pro

každé i = 1, ..., d a pro pevné u ∈ [0, 1] máme funkci

hi(u) = E[h(U1, ..., Ui−1, u, Ui+1, ..., Ud)].

Můžeme pozorovat, že hi(U), U ∼ Unif [0, 1] má středńı hodnotu αf . Tutéž

středńı hodnotu má i

hadd(U1, ..., Ud) =
d∑
i=1

hi(Ui)− (d− 1)αh.

Lze dokázat, že rezidua definovaná jako

ε = h(U1, ..., Ud)− hadd(U1, ..., Ud)

jsou s h(U1, ..., Ud) nekorelovaná. Proto lze rozptyl σ2 rozložit na součet

σ2 = σ2
add + σ2

ε . V [10] je dokázáno, že

Var[α̂h] =
σ2
ε

K
+ o(1/K).

T́ımto rozkladem je poukázáno na skutečnost, že mı́ra redukce je závislá

nejen na K, ale i na funkci h, kterou transformujeme generátory Uij na

konečnou požadovanou hodnotu. Největš́ı efektivity lze totiž dosáhnout, po-

kud lze funkci h přibĺıžit součtu jednorozměrných ”marginálńıch” funkćı

jako

h(U1j, ..., Udj) =
d∑
i=1

hi(Uij).
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Kapitola 3

Oceněńı bariérové opce

3.1 Charakteristiky up-and-out call opce

Ačkoli obyčejné opce (jako všechny deriváty) požaduj́ı malou počátečńı in-

vestici, jsou přeci jen pro některé účastńıky trhu drahé. Na základě toho

vzniklo velké množstv́ı r̊uzně vylepšených općı, mezi nimi i opce bariérové,

které se daj́ı koupit ještě laciněji. Cena však neńı jediným d̊uvodem vzniku

exotických derivát̊u. Daľśımi jsou např́ıklad potřeba lepš́ıho finančńıho zajǐs-

těńı (hedging), účetńı, daňové a jiné d̊uvody.

Bariérové opce, jak již název napov́ıdá, záviśı na nějaké předem defino-

vané hranici, bariéře. V př́ıpadě, že cena podkladového aktiva tuto bariéru

směrem nahoru/dol̊u překoná, přestává/zač́ıná opce existovat. Podle kom-

binace těchto dvou možnost́ı rozlǐsujeme up-and-out, up-and-in, down-and-

out, down-and-in opce, kupńı i prodejńı. Up-and-out opce přestává existovat,

kdykoli cena aktiva překoná jistou horńı hranici směrem nahoru.

Obvyklými faktory ovlivňuj́ıćımi výplatu z opce v čase T (a tak i cenu

opce) jsou cena podkladového aktiva v čase T a realizačńı cena. V př́ıpadě

up-and-out opce záviśı výplata i na celém pr̊uběhu ceny St, 0 ≤ t ≤ T

a dále na výši bariéry H. Tato bariéra je nutně vyšš́ı než počátečńı cena
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aktiva S0 i než realizačńı cena K, jinak je hodnota up-and-out call opce

nulová. Jak již uvedeno, bariéra ovlivňuje hodnotu opce tak, že překoná-li

cena podkladového aktiva tuto hranici v jakémkoli okamžiku do uplatněńı

opce v čase T , opce přestává existovat. V souvislosti s výplatou z obyčejné

call opce (ST − K)+ pak můžeme výplatu z up-and-out call opce vyjádřit

jako

(ST −K)+ I{St≤H,0≤t≤T}, (3.1)

kde I{} označuje indikátor podmı́nky uvedené v závorce.

Při daľśım postupu uvažujme hodnoty S0 = 100, K = 108, H = 120,

T = 1, prvńı tři údaje v měnových jednotkách, např. EUR a posledńı údaj

v letech. Neuvažujeme žádnou dividendu plynoućı z podkladového aktiva.

Na tomto mı́stě pro zaj́ımavost uvád́ıme analytický vzorec pro výpočet

hodnoty up-and-out call opce cuo při difúzńım procesu (3.2) pro vývoj ceny

podkladového aktiva, jak je uveden v [5]. Φ označuje distribučńı funkci nor-

movaného normálńıho rozděleńı N(0, 1). Z prvńıho vztahu je zřejmé, že cena

up-and-out call opce je doplňkem ceny up-and-in call opce do ceny obyčejné

call opce, jej́ıž cena c je dána Black-Scholesovým vzorcem.

cuo = c− cui,

c = S0Φ(d1)−Ke−rTΦ(d1 − σ
√
T ),

d1 =
ln(S0/K) + (r + σ2/2)T

σ
√
T

,

cui = S0Φ(x1)−Ke−rTΦ(x1 − σ
√
T )

−S0(H∗/S0)2λ[Φ(−y)− Φ(−y1)]

+Ke−rT (H∗/S0)2λ−2[Φ(−y + σ
√
T )− Φ(−y1 + σ

√
T )],
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λ =
r + σ2/2

σ2
,

y =
ln[H∗2/(S0K)]

σ
√
T

+ λσ
√
T ,

x1 =
ln[S0/H

∗]

σ
√
T

+ λσ
√
T ,

y1 =
ln[H∗/S0]

σ
√
T

+ λσ
√
T

H∗ = He0,5826σ
√
T/m

Posledńı vztah pro H∗ umožňuje přechod ze spojitého pozorováńı ceny

podkladového aktiva v př́ıpadě tzv. spojité opce na pozorováńı diskrétńı,

kdy máme údaje třeba jen jednou za den. m udává počet okamžik̊u do času

T , kdy je cena pozorována, T/m pak udává délku časového intervalu mezi

jednotlivými (stejně vzdálenými) pozorováńımi. Kdybychom dosazovali jen

H, źıskáme cenu spojité up-and-out call opce. Vztah pro H∗ byl odvozen

pány Broadie, Glasserman, Kou a poprvé uveřejněn v článku [2]. Jak sami

autoři uvád́ı, při výpočtu ceny bariérové opce i na základě vzorce s touto

úpravou může vznikat chyba až 1/
√
m, proto výsledek budeme považovat

jen jako kontrolńı hodnotu.

Přidáńım vztahu, jehož prostřednictv́ım dojde k navýšeńı bariéry z H

na He0,5826σ
√
T/m, jakoby nahrazujeme diskrétńı bariérovou opci spojitou

bariérovou općı s vyšš́ı bariérou. Vysvětleńı je následuj́ıćı. Při spojitém po-

zorováńı cen může doj́ıt k překonáńı bariéry a opětnému návratu pod ńı

během tak krátkého časového intervalu, že by při diskrétńım pozorováńı

tento výkyv nebyl zaznamenán. Proto je bariéra o něco navýšena, aby tento

vývoj neměl vliv ani na spojitou opci.
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3.2 Modely pro vývoj ceny podkladového ak-

tiva

Cena podkladového aktiva je často modelována prostřednictv́ım vztahu

dSt
St

= µdt+ σdWt, (3.2)

kde St je cena podkladového aktiva v čase t, µ, σ konstanty a Wt Wiener̊uv

proces. Počátečńı podmı́nkou pro tuto stochastickou diferenciálńı rovnici je

požadovaná hodnota S0 = 100. Tento difúzńı proces s konstantńı volatilitou

se též nazývá geometrický Brown̊uv pohyb. V oblasti finanćı se použ́ıvá

od šedesátých let d́ıky pracem Paula Samuelsona. Je na něm postaven i

Black-Scholes̊uv vzorec. Parametr µ lze interpretovat jako očekávaný výnos

z podkladového aktiva, parametr σ pak jako volatilitu ceny podkladového

aktiva.

Model se stochastickou volatilitou, kterým se budeme zabývat posléze1,

lze popsat vztahy
dSt
St

= µdt+ σtdW
S
t , (3.3)

dσ2
t = a(σ2

L − σ2
t )dt+ ξσ2

t dW
σ
t . (3.4)

σL znač́ı dlouhodobou volatilitu na trhu, kterou polož́ıme rovnu konstantńı

volatilitě z předchoźıho modelu, a a ξ jsou konstanty a W S
t a W σ

t necht’ jsou

dva r̊uzné, na sobě nezávislé Wienerovy procesy. Počátečńımi podmı́nkami je

hodnota S0 = 100 a σ2
0 = σ2

L. Výraz (σ2
L−σ2

t ) zajǐst’uje, že se volatilita bude

neustále pohybovat kolem své dlouhodobé hodnoty (mean reverting pro-

cess). Je-li volatilita v čase t nižš́ı než dlouhodobá a výraz (σ2
L−σ2

t ) kladný,

dojde v př́ı̌st́ım časovém obdob́ı k jej́ımu nár̊ustu. Výše tohoto nár̊ustu je

determinována parametrem a, který lze interpretovat jako intenzitu návratu

k dlouhodobé hodnotě.

1Např. v [5] str. 459 lze nalézt obecněǰśı vztah s k-tou mocninou ve výrazu ξσkt dWσ
t .
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Wiener̊uv proces Wt je náhodný proces definovaný třemi následuj́ıćımi

vlastnostmi:

• W0 = 0,

• Wt je skoro jistě spojitý a

• Wt má nezávislé př́ır̊ustky, pro něž plat́ı Wt −Ws ∼ N(0, t− s),
t > s ≥ 0.

Posledńı vlastnosti, která ř́ıká, že př́ır̊ustekWt−Ws má normálńı rozděleńı

se středńı hodnotou 0 a rozptylem t − s, později využijeme při substituci

dWt =
√

dtεt, resp. 4Wt =
√
4tεt pro εt ∼ N(0, 1).

Vzhledem k obsahu a rozsahu této práce se nebudeme zabývat kalibraćı

model̊u, tedy stanoveńım výše jednotlivých pamametr̊u na základě histo-

rických dat. Konstanty polož́ıme rovny hodnotám, které by v reálné situaci

mohly přicházet v úvahu. Parametr µ muśı být nav́ıc z d̊uvodu zachováńı

rizikově neutrálńıho prostřed́ı2 roven rizikově neutrálńı úrokové sazbě r, kte-

rou budeme použ́ıvat k diskontováńı. K určeńı výše konstant v modelu se

stochastickou volatilitou užijeme př́ıklad v [5]3. Stanov́ıme µ = 0, 08 = r,

σ = 0, 2 = σL, a = 0, 01 a ξ = 0, 18.

3.3 Diskretizace procesu

Z praktického hlediska, tj. v situaci, kdy se neobchoduje nepřetržitě, nejsme

schopni určovat tak malé změny ceny podkladového aktiva, abychom mohli

už́ıvat rovnice (3.2), (3.3) a (3.4) závislé na dt a dWt. Muśıme přistoupit k

diskretizaci a přepsat rovnice tak, aby obsahovaly 4t a 4Wt.

2Vı́ce v [3], strany 25-30.
3Př́ıklad 17.2 na straně 376 v [5] se zabývá odhadem volatilit. Popisuje model

GARCH(1,1) s parametry α = 0, 13, β = 0, 86, ze kterých źıskáme potřebné konstanty

jako a = 1− α− β a ξ = α
√

2.
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Mějme časy t0, t1, t2, ..., tn. V našem př́ıpadě budeme uvažovat stejně

vzdálené časové okamžiky, kterých bude 250 v roce (jako přibližný počet

dńı v roce, kdy se obchoduje), tj. 4t = tj − tj−1 = 1/250, j = 1, ..., 250,

t0 = 0 a t250 = T = 1. Označme Sj cenu podkladového aktiva v čase tj a σj

jej́ı volatilitu v čase tj.

Stochastickou diferenciálńı rovnici (3.2) charakterizuj́ıćı difúzńı proces

můžeme ještě upravit d́ıky Itôově formuli4 a d́ıky třet́ı vlastnosti Wienerova

procesu. Źıskáme rekurentńı vztah

Sj = Sj−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t+ σ

√
4tεj

)
, (3.5)

ze kterého lze dovodit

ST = S0 exp
(

(µ− 1

2
σ2)T + σ

√
4t

250∑
i=1

εj

)
,

kde εj jsou nezávislé, stejně rozdělené, εj ∼ N(0, 1), j = 1, ..., 250. U

bariérové opce nás ale zaj́ımá celý pr̊uběh ceny aktiva, proto muśıme po-

stupovat podle rekurentńıho vzorce.

Ze vztahu (3.5) a vztahu následuj́ıćıho rovněž vyplývá, že cena podkla-

dového aktiva v čase T má lognormálńı rozděleńı, nebot’ s užit́ım vlastnost́ı

Wienerova procesu můžeme psát

ln
ST
S0

= (µ− 1

2
σ2)T + σ

√
Tε,

ln
ST
S0

∼ N
(

(µ− 1

2
σ2)T, σ2T

)
,

lnST ∼ N
(

lnS0 + (µ− 1

2
σ2)T, σ2T

)
.

S použit́ım výše uvedené diskretizace umı́me vygenerovat jeden možný

vývoj ceny podkladového aktiva St. Posouzeńım, zda při tomto vývoji došlo

k překonáńı bariéry H, źıskáme výši výplaty v čase T dle vzorce (3.1).

4Viz např. kapitola 11.6 v [5] nebo kapitola 3.2 v [7].
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Opakováńım tohoto postupu źıskáme velký počet možných výplat v čase

T . Diskontujeme-li jejich aritmetický pr̊uměr, dostaneme jakýsi standartńı,

nejjednodušš́ı odhad.

Necht’ Sij znač́ı cenu podkladového aktiva v čase tj při i-tém simulovaném

pr̊uběhu a εij náhodný generátor z N(0, 1), který je třeba pro určeńı Sij. Pro

n opakováńı, tj. pro n r̊uzných vývoj̊u ceny aktiva máme standartńı odhad

ceny up-and-out call opce

ĉuo = e−rT
1

n

n∑
i=1

(Si250 −K)+ I{Sij≤H, j=1,...,250}, (3.6)

Sij = Sij−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t+ σ

√
4tεij

)
, (3.7)

Si0 = 100.

V př́ıpadě druhého modelu, kde se vyskytuje daľśı stochastická dife-

renciálńı rovnice pro proměnlivou volatilitu, z̊ustaneme u základńıch vztah̊u.

Diskretizace obou proces̊u vede k rekurentńım vztah̊um

Sj = Sj−1 +4Sj−1

= Sj−1 + Sj−1(µ4t+ σj
√
4tεSj )

= Sj−1(1 + µ4t+ σj
√
4tεSj ),

σ2
j = σ2

j−1 +4σ2
j−1

= σ2
j−1 + a(σ2

L − σ2
j−1)4t+ ξσ2

j−1

√
4tεσj ,

pro εSj a εσj nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny z N(0, 1).

Standartńı odhad źıskáme obdobně, opakovaným výpočtem ceny pod-

kladového aktiva v čase T , odvozeńım výplaty, zpr̊uměrováńım a zdiskon-

továńım.
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Kapitola 4

Implementace jednotlivých

metod v modelu s konstantńı

volatilitou

Značeńı použ́ıvané u výkladu jednotlivých metod můžeme nyńı bĺıže speci-

fikovat:

cuo i = Yi = e−rT (Si250 −K)+ I{Sij≤H, j=1,...,250}. (4.1)

E[Y ] v tomto modelu umı́me určit d́ıky analytickému vzorci uvedeném

v podkapitole 3.1. Jeho výsledek pro námi požadované parametry je 0,3346.

Standartńı odhad ceny up-and-out call opce ĉou = Ŷ je pro n r̊uzných

vývoj̊u ceny podkladového aktiva aritmetický pr̊uměr hodnot (4.1), i =

1, ..., n.

4.1 Metoda Antithetic Variates

Tuto metodu, o které můžeme ř́ıci, že patř́ı mezi ty nejjednodušš́ı na imple-

mentaci, budeme použ́ıvat přesně tak, jak popsáno v podkapitole 2.1.

Při dosazováńı nově vygenerovaného vektoru (εi1, ..., εi250) do vztahu
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(3.7) pro určeńı jednoho vývoje ceny podkladového aktiva Sij můžeme zároveň

dosadit i (−εi1, ...,−εi250) a źıskat tak jiný pr̊uběh ceny S̃ij. Odhad ceny up-

and-out call opce pomoćı metody Antithetic Variates lze pak vyjádřit jako

ĉuo,AV = e−rT
1

2n

n∑
i=1

(
(Si250 −K)+ I{Sij≤H, j=1,...,250}

+ (S̃i250 −K)+ I{S̃ij≤H, j=1,...,250}

)
,

Sij = Sij−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t+ σ

√
4tεij

)
,

S̃ij = S̃ij−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t− σ

√
4tεij

)
.

4.2 Metoda Moment Matching

Již jsme se zmiňovali, že touto metodou se koriguje hlavně odhadovaná cena

podkladového aktiva. Proto zde provedeme jen jednu malou úpravu v po-

stupu simulace.

T́ım, že jsme omezeni na počet pr̊uběh̊u ceny, nemuśı být hodnoty εij

v j-tém časovém okamžiku dostatečné na to, aby nedošlo k vychýleńı pr̊uměru

od středńı hodnoty a výběrového rozptylu od rozptylu teoretického. Znor-

mujeme proto všechny hodnoty (ε1j, ..., εnj) jejich pr̊uměrem a směrodatnou

odchylkou.

ε̄j =
1

n

n∑
i=1

εij, s2
εj

=
1

n

n∑
i=1

(εij − ε̄j)2,

S∗ij = S∗ij−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t+ σ

√
4tεij − ε̄j

sεj

)
,

ĉuo,MM = e−rT
1

n

n∑
i=1

(
(S∗i250 −K)+ I{S∗ij≤H, j=1,...,250}

)
.

38



4.3 Metoda Control Variates

V př́ıpadě aplikace metody kontrolńı proměnné si muśıme klást otázku, jakou

proměnnou, jej́ıž středńı hodnotu známe, zvolit. Jak uvedeno u teoretického

popisu této metody, největš́ı redukce rozptylu dosáhneme, dosad́ıme-li za

kontrolńı proměnnou takovou, která bude s diskontovanou výplatou plynoućı

z up-and-out call opce co nejv́ıce korelovaná (positivně i negativně).

V tomto př́ıpadě přicháźı v úvahu diskontovaná cena podkladového ak-

tiva v čase T se středńı hodnotou1 E[S250]e−rT = S0 nebo z času T diskon-

tovaná výplata plynoućı z obyčejné call opce, jej́ıž středńı hodnota je dána

výsledkem Black-Scholesova vzorce.

Jelikož ale výběrová korelace źıskaná při 100 000 simulaćıch vycháźı pro

samotné aktivum i call opci velmi ńızko, 0,07 pro aktivum a -0,04 pro call

opci, pokuśıme se naj́ıt ještě jiné řešeńı. Uvažujme portfolio složené z jedno-

duchých instrument̊u, jehož závislost výplaty v čase T na ceně podkladového

aktiva v čase T se dá považovat za obdobnou jako pro naši bariérovou opci.

Obdobnou proto, že výplatu plynoućı z up-and-out call opce nelze s ohle-

dem na překonáńı bariéry do času T zcela vyjádřit pomoćı závislosti na ST .

Dosáhneme ale vyšš́ı korelace.

Portfolio ℘ necht’ se skládá ze tř́ı općı se stejným podkladovým aktivem

jako up-and-out call:

• long call opce s realizačńı cenou K,

• short call opce s realizačńı cenou H a

• short cash-or-nothing call opce s realizačńı cenou H a s částkou H−K.

Tato pozice nám nepřinese nic, pokud ST < H, jinak vyplat́ıme častku

H −K.

1Středńı hodnota daná vlastnostmi rizikově neutrálńıho prostřed́ı.
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Takovéto portfolio ℘ je spojené s výplatńı funkćı zobrazenou na obrázku

4.1 a je s naš́ı općı korelované mı́rou 0,47873. Jeho současná středńı hodnota

(určena Black-Scholesovým vzorcem) je

E[℘] = S0Φ

(
d1(K)

)
−Ke−rTΦ

(
d1(K)− σ

√
T

)
−S0Φ

(
d1(H)

)
−He−rTΦ

(
d1(H)− σ

√
T

)
−(H −K)e−rTΦ

(
d1(H)− σ

√
T

)
,

d1(x) =
ln(S0/x) + (r + σ2/2)T

σ
√
T

.
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ST0

2

4

6

8

10

12

14

Obrázek 4.1: Funkce závislosti výplaty plynoućı z uvedeného portfolia na

ceně podkladového aktiva v čase T .

4.4 Metoda Importance Sampling

V návaznosti na př́ıklad 2.4.1 uvažujme, že chceme změnit rozděleńı εj

z N(0, 1) na N(α, 1) a že α chceme zvolit tak, abychom posléze dostali odhad
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ceny opce s co nejmenš́ım rozptylem. Dle úvah v [3] na stranách 268-270,

hledáme α maximalizuj́ıćı funkci

F (z)− 1

2
zT z, (4.2)

kde

z = (ε1, ..., ε250)

a

F (z) = −rT + ln[(S250 −K)+ I{Sj≤H, j=1,...,250}]

je zlogaritmovaná diskontovaná výplata plynoućı z opce, závislá na ceně

podkladového aktiva Sj, která je sama o sobě funkćı z.

Chceme naj́ıt jeden vektor z a jeden vývoj ceny Sj tak, že funkce (4.2)

dosáhne svého maxima. Pro jednoduchost budeme předpokládat konstantńı

εj, j = 1, ..., 250. Tato podmı́nka pro nás znamená i to, že pr̊uběh Sj bude

monotónńı a nemuśıme se starat o překročeńı bariéry H dř́ıve než v době

realizace. Dojdeme k závěru, že

α = arg max
ε

(
− rT + ln

[
(S250 −K)+ I{S250≤H}

]
− 1

2
250ε2

)
,

kde

S250 = S0 exp
(

(µ− 1

2
σ2)T + σ

√
4t250ε

)
.

Sč́ıtanec −rT můžeme vypustit, nebot’ se jedná o konstantu nezávislou

na ε. Můžeme se rovněž zaměřit jen na ta ε, pro něž je K < S250 ≤ H,

tj. pro něž je v argumentu logaritmu nula a hodnota funkce (4.2) by byla

−∞. Označme takové hranice pro ε εK a εH . Pro εK < ε ≤ εH pak hledáme

argument maxima funkce

f1(ε) = ln
[
S0 exp

(
(µ− 1

2
σ2)T + σ

√
4t250ε

)
−K

]
− 1

2
250ε2.

Intuitivně předpokládáme, že tato funkce bude maximálńı v př́ıpadě

S250 = H. Na obrázku 4.2, kde vid́ıme vykreslenou celou funkci pro ε

41



mezi εK = 0, 005364 a εH = 0, 03868, si tuto úvahu potvrd́ıme. Z grafu

lze vyč́ıst, že funkce f1(ε) opravdu nabývá maximálńı hodnoty pro εH , pro

něž S250 = H a pro něž je nejvyšš́ı výplata. Źıskáváme α = εH = 0, 03868.

0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

Obrázek 4.2: Pr̊uběh funkce f1(ε) pro 0, 005364 < ε ≤ 0, 03868.

Postupujeme-li dále podle př́ıkladu 2.4.1, změńıme rozděleńı náhodných

generátor̊u při výpočtu ceny podkladového aktiva na εαij ∼ N(α, 1), pro

každé i spočteme diskontovanou hodnotu výplaty z opce dle obvyklého po-

stupu daným vztahem (3.1), ale s dosazeńım εαij a přenásob́ıme ji koeficien-

tem př́ıslušným každému i vyjadřuj́ıćım poměrem sdružených hustot

exp
[
− α

250∑
j=1

εαij +
1

2
250α2

]
.

4.5 Metoda Stratified Sampling

V př́ıpadě simulováńı vývoje ceny podkladového aktiva je zbytečné strati-

fikovat při každém posunu v čase o 4t. Důležité je stratifikovat konečnou

42



cenu v čase T = 1, tj. S250. Jak jsme se již zmı́nili v předchoźı kapitole,

můžeme využ́ıt konstrukce tzv. Brownova mostu.

Vycháźıme z posloupnosti W1, ...,W250, pro niž podle vlastnost́ı Wiene-

rova procesu plat́ı Wi −Wi−1 =
√
4tεi, i = 1, ..., 250, W0 = 0. Plat́ı i

S250 = S0 exp
(

(µ− 1

2
σ2)T + σW250

)
,

kde W250 =
√
Tε pro ε ∼ N(0, 1).

Necht’ simulujeme K r̊uzných vývoj̊u ceny podkladového aktiva, každý

ve 250-ti d́ılč́ıch kroćıch. Chceme, aby Si250 spadalo do i-tého strata, tj.

vytvář́ıme K stejně pravděpodobných strat. Necht’ tedy

Vi =
i− 1 + Ui

K
, Ui ∼ Unif [0, 1],

Wi250 =
√
TΦ−1(Vi).

Z konečné hodnoty Wi250 vypoč́ıtáme všechna předchoźı Wij a Sij dle

vztah̊u2

Wij =
t250 − tj
t250 − tj−1

Wij−1 +
tj − tj−1

t250 − tj−1

Wi250 +

√
(t250 − tj)(tj − tj−1)

t250 − tj−1

εij,

Sij = Sij−1 exp
(

(µ− 1

2
σ2)4t+ σ(Wij −Wij−1)

)
.

4.6 Metoda Latin Hypercube Sampling

Již jsme zmı́nili, že tato metoda nahrazuje Stratified Sampling v př́ıpadě ge-

nerováńı náhodného výběru ve vyšš́ıch dimenźıch. Na rozd́ıl od předchoźıho

postupu, kdy jsme stratifikovali ST pomoćı Brownova mostu, nyńı bychom

rádi stratifikovali hodnoty St v každém kroku, abychom dosáhli dostatečné

proměnlivosti ve změnách ceny aktiva. To implikuje, že počet dimenźı d je

2Vzorec pro Wij spolu s odvozeńım uveden v [3] na straně 221.
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250 a K je rovno počtu cest. Nejd̊uležitěǰśım vztahem této metody je (2.15).

Připomı́náme, že πi jsou nezávislé náhodné permutace č́ısel 1, ..., K.

Tato metoda neńı nikterak náročná na implementaci, ale jej́ı nevýhodou,

jak později uvid́ıme, je velká časová náročnost na výpočet hodnot inverzńı

distribučńı funkce.

4.7 Srovnáńı metod

Výpočet odhadu ceny up-and-out call opce źıskaný aplikaćı výše zmı́něných

metod budeme mnohokrát opakovat, abychom mohli spoč́ıtat pr̊uměr a výbě-

rový rozptyl jednotlivých typ̊u odhad̊u. Pro dobrou vypov́ıdaćı schopnost

bývá doporučeno 1000 opakováńı.

Pr̊uměrné odhady z každé metody můžeme srovnávat s výsledkem výše

zmı́něného analytického vzorce.

K porovnáńı efektivnosti jednotlivých metod nám bude sloužit rozptyl

odhad̊u. Z d̊uvodu větš́ı srozumitelnosti výstup̊u se budeme konkrétně zabývat

poměrem standartńıho odhadu a vylepšeného odhadu. Tento poměr nám

ř́ıká, kolikrát se pomoćı dané metody odhad sńıžil.

Daľśım pro nás relevantńım kritériem je časová náročnost výpočt̊u. Snaž́ı-

me se snižovat rozptyl odhadu, ale nebylo by př́ıjemné zjistit, že se nám po-

moćı některé metody podařilo o něco málo sńıžit rozptyl na úkor dvojnásobné

doby trváńı výpočtu. Chceme srovnávat metody za podmı́nky, že výpočty

poběž́ı přibližně stejně dlouho, a tak budeme muset korigovat počet cest

ceny aktiva pro výpočet jednoho odhadu.

Začali jsme s výpočtem pro 1000 cest a 1000 opakováńı v př́ıpadě stan-

dartńıho odhadu. Tento výpočet trval přibližně 3630 sekund, méně než čtyři

sekundy na výpočet jednoho odhadu ceny opce źıskaného z tiśıce cest ceny

aktiva. Počet cest budeme u jednotlivých metod obvykle redukovat tak, aby

výpočty trvaly srovnatelně dlouho. Tabulka 4.1 obsahuje údaje o jednot-
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livých metodách, při jakém počtu cest byly výpočty prováděny, jak dlouho

trvaly (údaje v sekundách), jaký je pr̊uměr a rozptyl odhad̊u a poměr roz-

ptyl̊u.

Metoda Počet cest Čas Pr̊uměr Rozptyl Poměr

Standartńı odhad 1000 3630 0,3315 0,04407

Antithetic Variates 500 3610 0,3313 0,001733 25

MomentMatching 700 3637 0,3296 0,002461 18

Control Variates 560 3611 0,3335 0,002784 16

Importance Sampling 1150 3577 0,3298 0,001603 27

Stratified Sampling 240 3702 0,3322 0,005472 8

Latin Hypercube Sampl. 36 3698 0,3309 0,04609 0,96

Tabulka 4.1: Údaje o jednotlivých metodách při větš́ım počtu cest

U metod Antithetic Variates a Importance Sampling jsme źıskali velmi

dobré výsledky. Rozptyl se podařilo sńıžit na jednu pětadvacetinu, aniž

bychom prodloužili dobu výpočtu. Metody Moment Matching a Control Va-

riates rovněž pomohly k velkému zlepšeńı. Zároveň se zaj́ımáme, zda by

tyto dvě metody byly efektivněǰśı při menš́ım počtu r̊uzných vývoj̊u cen.

Pod́ıvejme se na tabulku 4.2, která zachycuje výsledky při malém počtu

r̊uzných vývoj̊u pro cenu podkladového aktiva. Tiśıc opakováńı pro výpočet

pr̊uměru a rozptylu jsme ponechali. Je zřejmé, že Importance Sampling spolu

s Antithetic Variates budou stále přinášet nejvýrazněǰśı zlepšeńı. Poměry re-

dukce mezi jednotlivými metodami navzájem jsou velmi obdobné jako při

velkém počtu opakováńı. Je rovněž patrné, že s rostoućım počtem r̊uzných

vývoj̊u ceny aktiva budou metody přinášet stále větš́ı zlepšeńı, přičemž ze

srovnáńı uvedených dvou tabulek lze odvodit, že stále plat́ı poměr 1/
√
n.

Prvńı výsledky jsou postaveny na desetinásobném počtu cest než výsledky v

druhé tabulce a poměry u každé metody jsou přibližně trojnásobkem, tedy
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násobkem ve výši
√

10 = 3, 16.

Metoda Počet cest Čas Pr̊uměr Rozptyl Poměr

Standartńı odhad 100 376 0,3387 0,1399

Antithetic Variates 50 362 0,3295 0,01814 7,7

MomentMatching 70 353 0,3332 0,02432 5,8

Control Variates 56 355 0,3346 0,03231 4,4

Importance Sampling 115 346 0,3371 0,01537 9,1

Stratified Sampling 24 348 0,3330 0,05973 2,3

Latin Hypercube Sampl. 4 409 0,3289 0,2430 0,6

Tabulka 4.2: Údaje o jednotlivých metodách při menš́ım počtu cest.

Stratified Sampling a Latin Hypercube Sampling jsou časově velmi náročné

metody, a proto při omezeném čase nepřináš́ı tak dobré výsledky jako ostatńı

metody. Na vině je časová náročnost výpočtu hodnot inverzńı distribučńı

funkce. Tomuto problému by se dalo čelit t́ım, že bychom hodnoty inverzńı

distribučńı funkce tabelovali. Předem bychom spočetli např. 100 000 hodnot

a pak by pro každou pravděpodobnost ve výši násobku 0.000 01 docházelo k

př́ımému přǐrazeńı hodnoty. Museli bychom zároveň upravit generátory Vij,

tak aby neobsahovaly Uij ze spojitého rovnoměrného rozděleńı, ale

z diskrétńıho.

Pro představu uvád́ıme i srovnáńı výsledk̊u při stejném zadáńı. S ohle-

dem na dobu výpočtu necht’ je to např. 100 cest a 100 opakováńı. Z ta-

bulky 4.3 vyplývá, že odhlédneme-li od doby trváńı výpočtu, jsou všechny

metody pro stejné zadáńı srovnatelné. Jen Antithetic Variates poskytuje

výrazněǰśı vylepšeńı než metody ostatńı, nebot’ touto metodou v podstatě

zdvojnásobujeme počet cest. Zároveň si můžeme povšimnout, že rozptyly

jsou řádově srovnatelné s tabulkou 4.2, ale pr̊uměry ne. T́ımto jsme se ujis-

tili, že sto opakováńı je nedostatečný počet pro stanoveńı pr̊uměru a rozptylu
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odhadu.

Metoda Čas Pr̊uměr Rozptyl Poměr

Standartńı odhad 38 0,3200 0,1361

Antithetic Variates 69 0,3273 0,01052 13

MomentMatching 49 0,3100 0,01666 8,2

Control Variates 61 0,3216 0,01345 10,1

Importance Sampling 32 0,3072 0,01592 8,6

Stratified Sampling 150 0,3360 0,01247 10,9

Latin Hypercube Sampl. 958 0,3104 0,01483 9,2

Tabulka 4.3: Údaje o jednotlivých metodách při stejném zadáńı 100 x 100.

Źıskané výsledky nás přivád́ı ještě k úvaze nad skutečnost́ı, že pr̊uměry

odhad̊u ze simulaćı neodpov́ıdaj́ı výsledku analytického vzorce. Podle toho

má být cena up-and-out call opce za našich podmı́nek rovna 0,3346. Ze

simulaćı ale vid́ıme, že pr̊uměry se pohybuj́ı v rozmeźı 0,3296 a 0,3333.

Spust́ıme-li jedenkrát odhad pro 1 000 000 cest při použit́ı Importance

Sampling, źıskáme odhad 0,3310. T́ımto se opět vraćıme ke článku [2] a

k přizp̊usobeńı p̊uvodńıho vzorce pro spojité bariérové opce na vzorec pro

diskrétńı opce. Zmiňovaná chyba odhadu, která v některých př́ıpadech může

činit až 1/
√
m, tj. až 6% pro zadané parametry, zde čińı 1%. To nás vede

k závěru, že chceme-li źıskat opravdu přesné hodnoty pro bariérové opce, je

lepš́ı provádět Monte Carlo simulace než se spoléhat na analytický vzorec.
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Kapitola 5

Implementace jednotlivých

metod v modelu se

stochastickou volatilitou

Použit́ı všech metod jsme si ukázali na jednodušš́ım modelu s konstantńı vo-

latilitou. Když ted’ přejdeme ke složitěǰśımu modelu se stochastickou volati-

litou, vybereme už jen některé metody. Metody Antithetic Variates, Moment

Matching a Control Variates patř́ı k těm jednodušš́ım a nebude problém je

použ́ıt i v tomto př́ıpadě. K aplikaci metody Importance Sampling přistouṕıme

obdobně jako v předchoźım př́ıpadě. Metodami Stratified Sampling a Latin

Hypercube Sampling se zabývat nebudeme z d̊uvodu jejich obt́ıžné imple-

mentace a jejich velké časové náročnosti.

Model se stochastickou volatilitou (3.3), (3.4) pracuje s dvěma nezávislými

náhodnými procesy. Pro n vývoj̊u ceny ceny Sij budeme muset vygenero-

vat dvojnásobný počet náhodných generátor̊u a vedle hodnot Sij vypoč́ıtat

i hodnoty σ2
ij. Přistouṕıme proto ke změně počtu časových okamžik̊u v roce,

pro které budeme hodnoty poč́ıtat. Snižme p̊uvodńı počet z 250 jen na 100.

Index j se v této kapitole bude pohybovat pouze od 1 do 100.
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Připomı́náme, že

Sij = Sij−1(1 + µ4t+ σij
√
4tεSij), (5.1)

σ2
ij = σ2

ij−1 + a(σ2
L − σ2

j−1)4t+ ξσ2
j−1

√
4tεσij, (5.2)

s počátečńımi podmı́nkami

Si0 = 100, σ2
i0 = σ2

L,

s parametry 4t = 1/100, µ = 0, 08, σL = 0, 2, a = 0, 01 a ξ = 0, 18 a

s εSij, ε
σ
ij nezávislými náhodnými generátory z N(0, 1).

Standartńı odhad ceny up-and-out call opce v podmı́nkách modelu se

stochastickou volatilitou źıskáme dosazeńım Sij vypočtených podle vzorce

(5.1) do vztahu

ĉuo = e−rT
N∑
i=1

(Si100 −K)+ I{Sij≤H, j=1,...,100}.

5.1 Metoda Antithetic Variates

Pro výpočet jednoho pr̊uběhu ceny podkladového aktiva Si1, ..., Si100 dle

(5.1) a (5.2) jsou třeba hodnoty εSi1, ..., ε
S
i100 a εσi1, ..., ε

σ
i100. Metoda Antithetic

Variates nás navád́ı ke spočteńı daľśıho pr̊uběhu S̃i1, ..., S̃i100 z generátor̊u

−εSi1, ...,−εSi100 a −εσi1, ...,−εσi100.

Na základě teoretického popisu této metody můžeme uvažovat ještě jednu

variantu. V podkapitole 2.1 je zmı́něno, že odlǐsnost rozptylu standartńıho

odhadu a vylepšeného odhadu záviśı i na kovarianci mezi Yi a Ỹi, funkčńımi

hodnotami odvozenými od p̊uvodńıch a opačných generátor̊u z N(0, 1) Proto

bychom mohli zkusit změnit znaménka jen u náhodného procesu pro vývoj

ceny a poč́ıtat odhad z (εSij, ε
σ
ij) a (−εSij, εσij).

V závěru kapitoly se pod́ıváme na výsledky obou postup̊u. Označme me-

todu s (εSij, ε
σ
ij) a (−εSij,−εσij) jako Antithetic Variates 1 a metodu s (εSij, ε

σ
ij)

a (−εSij, εσij) jako Antithetic Variates 2.
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5.2 Metoda Moment Matching

V modelu s konstantńı volatilitou jsme při výpočtu Sij dle vztahu (3.7)

nedosazovali εij, ale jeho znormovanou hodnotu
εij−ε̄j

sεj
. V modelu se stochas-

tickou volatilitou zacháźıme v každém kroku s dvěma náhodnými generátory.

Můžeme normovat každý proces zvlášt’ nebo oba dohromady. Předpokládáme,

že př́ınosněǰśı bude varianta druhá, nebot’ poč́ıtáme pr̊uměr a odchylku na

základě dvojnásobného počtu hodnot. Do (5.1) a (5.2) proto budeme dosa-

zovat normované generátory

εSij − ε̄j
sεj

a
εσij − ε̄j
sεj

,

kde

ε̄j =
1

2n

n∑
i=1

(εSij + εσij), s2
εj

=
1

2n

n∑
i=1

(
(εσij − ε̄j)2 + (εSij − ε̄j)2

)
.

5.3 Metoda Control Variates

Podle značeńı v podkapitole 2.3 je veličinou Y diskontovaná výplata z up-

and-out call opce odvozená z cen podkladového aktiva podle vzorc̊u (5.1) a

(5.2).

Kontrolńı proměnnou X v tomto modelu mohou být všechny tři možnosti

uvedené u předchoźıho modelu. Jednalo se o diskontovanou cenu podkla-

dového aktiva S100, diskontovanou výplatu plynoućı z obyčejné call opce a

diskontovanou výplatu z vytvořeného portfolia. Zde se však domńıváme, že

za stávaj́ıćıch podmı́nek můžeme doćılit ještě větš́ı korelace, pokud za kon-

trolńı proměnnou vezmeme diskontované výplaty spojené s up-and-out call

općı vypočtené v modelu s konstantńı volatilitou při dosazeńı stejných ge-

nerátor̊u pro Sij, tedy výplaty odvozené z cen podkladového aktiva daných

jako

Sij = Sij−1(1 + µ4t+ σL
√
4tεSij).
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Středńı hodnotu takto zvolené kontrolńı proměnné bychom měli źıskat ze

vzorce uvedeného v podkapitole 3.1. Výsledek bude jiný než v předchoźı

kapitole, protože máme jiný počet časových krok̊u. Za m budeme mı́sto 250

dosazovat jen 100. Výsledná hodnota je 0,3759. V závěru předchoźı kapitoly

jsme dospěli k závěru, že výsledky tohoto vzorce jsou ve srovnáńı s výsledky

simulaćı nadhodnocené. S ohledem na možnou chybu při dosazeńı výsledku

analytického vzorce, dosad’me za středńı hodnotu odhad źıskáný pomoćı

nejpřesněǰśı metody, tedy Importance Sampling při 1 000 000 cestách1, který

je 0,3695.

Hodnota výběrové korelace mezi bariérovou općı v prvńım a druhém

modelu při 100 000 simulaćıch čińı 0,8653.

5.4 Metoda Importance Sampling

U implementace této metody v př́ıpadě modelu s konstantńı volatilitou jsme

transformovali rozděleńı tak, že jsme náhodné generátory posunuli o kon-

stantu α, tj. změnili jsme rozděleńı z N(0, 1) na N(α, 1). Hodnotu konstanty

α jsme źıskali při maximalizaci funkce (4.2) přes všechna z = (ε1, ..., ε250).

V modelu se stochastickou volatilitou źıskává tato proměnná novou podobu

z = (εS1 , ..., ε
S
100, ε

σ
1 , ..., ε

σ
100), ale stále se snaž́ıme naj́ıt argument maxima

funkce (4.2).

Abychom dosáhli co největš́ı analogie s postupem v př́ıpadě prvńıho mo-

delu, zužme výběr mezi všemi možnými z na taková, která maj́ı všechny

prvky vektoru konstantńı, a to nenulové v prvńı polovině a nulové v polo-

vině druhé, tj. z = (ε, ..., ε, 0, ..., 0). Dosáhneme tak opět konstantńı volatility

na úrovni σL, lineárńıho pr̊uběhu ceny Sj a zjednodušeńı na maximalizaci

1Pokud jsme uváděli hodnoty źıskané při 100 000 simulaćıch, sloužily jen pro orientaci.

Na tomto údaji záviśı daľśı výsledek, a tak ho spočteme při 1 000 000 simulaćıch.
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funkce

f2(ε) = ln
[
S0(1 + µ4t+ σL

√
4tε)100 −K

]
− 1

2
100ε2

pro všechna ε, pro něž S100 lež́ı mezi realizačńı cenou a bariérou, tedy

K < S0(1 + µ4t+ σL
√
4tε)100 ≤ H.

Pr̊uběh této funkce můžeme vidět na obrázku 5.1. Stejně jako v minulém

př́ıpadě,

α = arg max
εK<ε≤εH

f2(ε) = εH .

Hodnota této konstanty2 pro model se stochastickou volatilitou se zadanými

parametry je 0,05124.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

-1

1

2

Obrázek 5.1: Pr̊uběh funkce f2(ε) pro −0, 001505 < ε ≤ 0, 05124.

Při výpočtu Sij a σ2
ij podle rovnic (5.1) a (5.2) tedy generujeme εSij ∼

N(α, 1) a εσij ∼ N(0, 1), z nich určujeme diskontovanou hodnotu výplaty z

2Upozorňujeme, že rovnice H = S0(1 + µ4t+ σL
√
4tε)100 má sto kořen̊u, které jsou

i komplexńı. Pro ε ∼ N(0, 1) však přicháźı v úvahu jen jeden z nich.
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up-and-out call opce v i-tém pr̊uběhu, kterou posléze přenásob́ıme př́ıslušným

pod́ılem hustot odvozeným z obecného tvaru (2.9)

exp
[
− α

100∑
j=1

εSij +
1

2
100α2

]
.

5.5 Srovnáńı metod

Začněme opět s výpočtem standartńıho odhadu popsaným na začátku této

kapitoly pro 1000 r̊uzných vývoj̊u ceny aktiva a 1000 opakováńı pro stanoveńı

pr̊uměru a rozptylu odhadu. Délce trváńı tohoto výpočtu, tedy cca 4700

sekundám, tj. zhruba pěti sekundam na jeden d́ılč́ı odhad, přizp̊usob́ıme

výpočty ostatńıch odhad̊u, vždy s úpravou počtu pr̊uběh̊u ceny a tiśıcem

opakováńı. Jejich výsledky najdeme v tabulce 5.1. Připomı́náme, že jsme

popsali dva r̊uzné postupy v př́ıpadě metody Antithetic Variates.

Metoda Počet cest Čas Pr̊uměr Rozptyl Poměr

Standartńı odhad 1000 4710 0,3720 0,002338

Antithetic Variates 1 500 4726 0,3729 0,001899 1,231

Antithetic Variates 2 500 4580 0,3727 0,001968 1,188

MomentMatching 780 4697 0,3703 0,002290 1,021

Control Variates 700 4486 0,3759 0,0008457 2,765

Importance Sampling 1000 4492 0,3738 0,001864 1,254

Tabulka 5.1: Údaje o jednotlivých metodách při 1000 opakováńı

Největš́ı př́ınos vykazuje metoda Contol Variate, nebot’ jsme schopni ge-

nerovat silně korelovanou kontrolńı proměnnou. Metody Importance Sam-

pling a Antithetic Variates přináš́ı i zde srovnatelné výsledky, stejně jako

v modelu s konstantńı volatilitou. Úvaha nad možným vylepšeńım metody

Antithetic Variates nebyla nijak př́ınosná. Původńı př́ıstup k této metodě

53



vykazuje o něco větš́ı redukci. Spočetli jsme proto pro zaj́ımavost výši ko-

varianćı v obou př́ıpadech. Výběrová kovariance veličin Y a Ỹ čińı -1049 v

př́ıpadě p̊uvodńıho př́ıstupu a -1005 v př́ıpadě nového př́ıstupu. Oba údaje

spočtené při 100 000 simulaćıch.

U složitěǰśıch model̊u přisṕıvaj́ı jednotlivé metody k redukci rozptylu

menš́ı měrou. U prvńıho modelu se poměry rozptyl̊u pohybovaly v rozmeźı 8-

27 (nepoč́ıtaje Latin Hypercube Sampling). Zde jsme doćılili daleko menš́ıch

poměr̊u. Můžeme se domńıvat, že např. v př́ıpadě jiných parametr̊u modelu

se stochastickou volatilitou bychom mohli dosáhnout větš́ı mı́ry redukce.

Máme t́ım na mysli hlavně parametr χ, jehož navýšeńım bychom modelovali

v́ıce volatilńı volatilitu.

Na závěr poznamenejme, že stochastická volatilita s uvedenými parame-

try navýš́ı cenu opce jen o málo. Odhad ceny up-and-out call opce v modelu

s konstantńı volatilitou při 4t = 1/100 źıskaný skrze Importance Sampling

čińı při 1 000 000 simulaćıch 0,3695, kdežto odhad ceny této opce skrze Con-

trol Variates, uvažujeme-li stochastickou volatilitu a poč́ıtáme-li 1 000 000

simulaćı, je ve výši 0,3736.
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Kapitola 6

Závěr

Naš́ım ćılem bylo přibĺıžit čtenáři prostřednictv́ım této diplomové práce

r̊uzné postupy, jak zvýšit efektivitu Monte Carlo simulaćı, které v posledńı

době nabývaj́ı na významu nejen v oblasti finanćı. Aplikace šesti uvedených

metod na oceňováńı bariérové opce ve dvou r̊uzných modelech pro vývoj

ceny podkladového aktiva vede k závěru, že nemůžeme obecně ř́ıci, která z

metod přináš́ı nejlepš́ı výsledky. Specifika každé simulace, at’ už se jedná o

tvar výplatńı funkce, model pro vývoj ceny aktiva či existenci obdobného

finančńıho produktu, jsou d̊uležitým kritériem pro př́ınosnost každé z metod.

Výsledky srovnáńı jednotlivých postup̊u, jak při simulaćıch doćılit re-

dukce rozptylu hledaného odhadu, se odv́ıj́ı i od časové náročnosti d́ılč́ıch

krok̊u. Z numerických výsledk̊u jsme zjistili, že metody Stratified Sampling

a Latin Hypercube Sampling, u kterých bychom očekávali velkou přesnost a

které jsou postaveny na výpočtu hodnot inverzńı distribučńı funkce, jsou na-

tolik časově náročné, že v uvedených př́ıpadech nemohou ostatńım metodám

konkurovat.

Potřebu použ́ıvat simulace jsme ukázali i na př́ıpadu bariérové opce v mo-

delu s konstantńı volatilitou, pro jej́ıž oceněńı existuje analytický vzorec po-

stavený na Black-Scholesově formuli. Tento vzorec však vycháźı ze spojitého
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pozorováńı ceny podkladového aktiva, a proto zp̊usobuje pozorováńı cen v

diskrétńıch časových okamžićıch nepřesné výsledky. Pro diskrétńı bariérovou

opci je tak lepš́ı přistoupit k oceňováńı na základě simulaćı, protože ani ko-

rekce tohoto vzorce publikovaná v roce 1997 neńı ve všech př́ıpadech do-

statečná.
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