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Kapitola 1
Uvod

Monte Carlo simulace, pojmenované podle mista s proslulym casinem, kde
nahoda hraje dulezitou roli, oteviraji dvere pro feseni komplexnich a tézkych,
ale na druhou stranu praktickych tloh. Spocivaji v modelovani tisici moznych
budoucich scénait pro vyvoj ¢ehokoli. Na zédkladé predstavy o tom, v jaké
mife, s jakou pravdépodobnosti a kdy co muze nastat, jsme schopni vytvaret
ruzné scénare.

V historii byly naptiklad vyuzivany pro stanoveni hodnoty m ¢i pro
popsani vlastnosti nové objeveného neutronu. Dnes se s nimi muzeme bézné
setkat v oblasti fyziky, chemie i financi. V posledni uvedené oblasti jsou
pomoci Monte Carlo simulaci mezi mnohymi vypracovavany analyzy rizika
nebo ocenovany finan¢ni derivaty.

Diivod pro pouzivani Monte Carlo simulaci krasné popsal a okomentoval
Johnathan Mun v dvodu k tfeti ¢asti knihy [9]. Citovany text ponechdvame
v origindlnim jazyce. ” An alternative to simulation is the use of highly com-
plex stochastic closed-form mathematical models. For analysts in a company,
taking graduate-level advanced math and statistics courses is just not logi-
cal or practical. A brilliant analyst would use all available tools at his or

her disposal to obtain the same answer the easiest and most practical way



possible. And in all cases, when modeled correctly, Monte Carlo simulation
provides similar answers to the more mathematically elegant methods. In
addition, there are many real-life applications where clodes-form models do
not exist and the only recourse is to apply simulation methods.”

70. a 80. léta 20. stoleti dala vzniknout mnozstvi finanénich produktu,
nazyvanych finanéni derivaty, které jsou svou povahou velmi ruznorodé. Ty
na cené podkladového aktiva, a proto pro né nelze obvykle odvodit analy-
ticky vzorec. Je tfeba pfistoupit k simulacim Monte Carlo. Daji se s nimi
rovnéz simulovat vyplaty z jednodussich typu derivatu, pokud pro vyvoj
procesy s proménlivou volatilitou ¢i skokové procesy.

Nejcastéji se simulacemi snazime ziskat odhad stfedni hodnoty nahodné
veli¢iny (napf. vyplaty plynouci z opce), jehoz presnost je zavisld na jeho roz-
ptylu. Moznosti pro snizeni rozptylu odhadu jsou dvé, zvyseni poctu scénaru,
ze kterych odhad pocitame, nebo vylepseni prubéhu simulace. Pro Monte
Carlo simulace plat{ obecnd mira konvergence 1/y/n, tj. chceme-li docilit
desetindsobného vylepseni odhadu, musime jej ziskat ze stonasobku scénaiu
¢i pozorovani. Jelikoz plati, ¢im vice scénaiu, tim vice ¢asu pro jejich ziskéni,
je otazka vylepseni prubéhu simulace velmi podstatna.

V této préci se zaméiime na metody redukce rozptylu odhadu genero-
vanych prostfednictvim Monte Carlo simulaci a na jejich aplikaci. Druhé ka-
pitola obsahuje teoreticky popis Sesti takovych metod, které jsou zminovany
v soucasné literatuie. Dale budeme tyto metody aplikovat na ocenovani jed-
noho typu bariérovych opci, kterym je up-and-out call opce. Nejprve se
zaméiime na jednodu$si a velmi pouzivany model prubéhu ceny podkla-
dového aktiva, na difizni proces s konstantnimi parametry (Casto nazyvéan
téz geometricky Brownuv pohyb). Posléze pouzijeme model se stochastickou

volatilitou.



Charakteristiky zvolené bariérové opce a obezndmeni s uvedenymi mo-
dely najdeme ve treti kapitole. Detailni popis aplikace metod redukce roz-
ptylu pouzity ve dvou ruznych modelech je obsazen v kapitole ¢tvrté a paté.

Simulace byly vytvoreny v programu Mathematica 6.0. Soubory jsou k
diplomové préci prilozeny na datovém nosici.

U c¢tenare predpokladame alespon zakladni znalosti z oblasti financi a

teorie pravdépodobnosti.



Kapitola 2
Metody redukce rozptylu

Cilem této kapitoly je seznamit ctenéte se zakladnimi principy jednotlivych
metod, které se snazi zvysit efektivnost Monte Carlo simulaci skrze snizovani
rozptylu pozadovanych odhadu. Popis metod a vétsina piikladu vychézeji
z knihy Paula Glassermana [3]. Mezi dalsi prameny patii zejména [7].

O efektivnosti a vyuzitelnosti uvedenych metod se d& tici to, ze nékteré
metody jsou lépe vyuzitelné, je-li vypocet omezen na pocet prubéhu n, jiné
jednotlivych metod zavisi spiSe na specifikdch simulace a jejitho prubéhu nez
na vSeobecné pouzitelnosti. V zavislosti na podminkach simulace se metody
daji kombinovat.

Méjme Y7, ..., Y, vystupy z n simulaci. Pochazeji z jednoho rozdéleni,
které obvykle nezname, a tak je nasim cilem odhadnout alespon stiredni
hodnotu E[Y]. Je bézné, ze hodnoty Y7, ..., Y, které jsou nezavislé, ziskame
v prubéhu simulace transformaci nahodnych generatoru ze znamého rozdéleni.

Mohou byt napt. vyjadreny jako
}/;l = h<Z’L17 Z’L27 ceey Z’id)v

pro Z;; ~ N(0,1).



7 vypocetniho hlediska nejjednodussim, a proto ¢asto pouzivanym odha-

dem je aritmeticky prumeér

Y =

S|

i }/;7
=1

ktery je odhadem nestrannym a konzistentnim, tj.

lim P(|Y — E[Y]| > ¢) = 0.

n—oo

Presnost odhadu je dédna jeho variabilitou, proto ndm zalezi na jeho
malém rozptylu. Mame-li dva ruzné odhady stfedni hodnoty (napf. arit-
meticky a vazeny prumér nebo prumér a medidn), rekneme, ze jeden z nich
je vydatnéjsi, pokud ma mensi rozptyl nez ten druhy. Vydatnym odhadem
je potom takovy, ktery ma nejmensi rozptyl ze vsech moznych odhadu.

Snazime-li se tedy snizit rozptyl odhadu zménou prubéhu simulace, méni-
me jeden odhad daného parametru za odhad vydatnéjsi.

Jako odhad samotného rozptylu, ktery byva vyuzivan pfti intervalovych

odhadech stiedni hodnoty, slouzi vybérovy rozptyl! dany vzorcem
1 ¢ _\ 2
2
2=-3"(v,- Y) .
2

2.1 Metoda Antithetic Variates

Nézev této metody by se dal prelozit jako "opacné veliciny”. Spociva ve
dvojim vyuziti jedné vygenerované hodnoty ze znamého rozdéleni. Napti-

klad odhadujeme-li cenu opce skrze difizni proces, potiebujeme pii simulaci

1Za vybérovy rozptyl byva nékdy oznacovan obdobny vzorec, ktery mé ve jmenovateli
misto n hodnotu n—1. Oba odhady jsou nestranné, ale odhad s n—1 je navic konzistentni.

Pro velké n vSak tento rozdil nehraje roli.



generovat nezavislé hodnoty normovaného normalniho rozdéleni, které dale
vyuzivame k vypoctu zmény ceny podkladového aktiva. Pti zohlednéni me-
tody Antithetic Variates pouzijeme vygenerovanou hodnotu z N(0, 1) jed-
nou se znaménkem plus a jednou se znaménkem minus. Timto jednoduchym
"trikem” ziskdme hned dvé ruzné zmeény ceny podkladového aktiva. To je
velkou vyhodou prevazné v situacich, kdy generovani novych a novych hod-
not nahodné veli¢iny vykazuje jistou ¢asovou naroc¢nost.

Vychazime zde z uvahy, Ze je-li Z normélné rozdélena nahodnéa velic¢ina
se stfedni hodnotou nula a konstantnim rozptylem, zna¢me Z ~ N(0,0?),
pak i —Z je normalné rozdélena ndhodné veli¢ina se stfedni hodnotou nula a
stejnym rozptylem. Obdobné muzeme zachazet i s rovnomeérné rozdélenymi
velicinami. Necht U je rovnomérné rozdélend ndhodn4 veli¢ina na intervalu
[0,1], znacime U ~ Unif[0,1], pak 1 — U m4 totéz rozdéleni. Chceme-li
vygenerovat pii simulovani jednu cestu s vyuzitim hodnot Zy, Zs, ..., Z,, resp.
Uy, Us, ..., Uy muzeme snadno a rychle ziskat dalsi cestu uzitim — 2, — 2, ...,
—Zg, resp. 1 — Uy, 1 — Us, ..., 1 — Uy, aniz bychom néjak zménili ¢i ovlivnili
celou simulaci.

V piipadé jinych pravdépodobnostnich rozdéleni musime zapojit inverzni
distribuéni funkci. Plati, ze F~'(U) i F~*(1 — U) majf stejné rozdéleni
s distribué¢ni funkci F'.

Pro odhad stfedn{ hodnoty E[Y] vyuZijme toto zobecnéni. Necht dvojice
(Y;,Y;), i = 1,...,n, jsou hodnoty ziskané vyse zminénym postupem, tj.
e dvojice (}/1,371), (Yg,ffg), e (Yn,ffn) jsou nezavislé, stejné rozdélené a

e pro kazdé 7, Y; a Y; maji stejné rozdéleni, a¢ nejsou nezavislé.

Odhad stedni hodnoty E[Y] pomoci metody Antithetic Variables je pak

prumeér vsech 2n hodnot. Lze si jej ale rovnéz predstavit jako prumeér z n

10



pruméru opa¢nych dvojic.

ea(Se D) 2 () e

=1

Stejné jako u predchozi metody se i zde budeme zabyvat otdzkou miry
redukce rozptylu. V podminkéch velké ¢asové narocnosti na ziskavani novych
generatoru bude metoda Antithetic Variates jisté pfinosna. V situaci, kdy
neni velky rozdil mezi vygenerovanim nové hodnoty Y; a spoctenim hodnoty

Y;, pak chceme, aby

Var[YAV} <Var|— S v

7 nezavislosti dvojic i jednotlivych hodnot Y; ziskdme

< Var {Yi +Y;| = 2Var[Y}], i #j.

Var [Yi +Y;

Levou stranu muzeme jesté dale upravit jako
Var {Yi + fi} = Var[Yj] 4 Var[Y;] + 2Cov[Y;, Y}
= 2VarlY;] + 2Cov[Y;, Yj].

7 poslednich dvou rovnic vyplyva, ze rozptyl hodnot ziskanych pomoci
metody Antithetic Variates je mensi nez rozptyl 2n nezéavislych hodnot,
pokud

Cov]Y;,Yi] < 0.

Tato podnimka negativni kovariance neni az tak trivialnim predpokladem
z toho divodu, ze Y; = h(Zy, Zs, ..., Zy), vesp. Y; = h(Uy, Us, ..., Uy) a Y; =
hW(—=2Zy,—Zs, ..., —Zq), resp. Y; = h(1—Uy, 1—U,, ..., 1—Uy, kde h je libovolna
funkce. Jak uvadi Glasserman v [3], postaci, kdyz h bude funkce monoténni.
V piipadé, ze bude dokonce linearni, dojdeme k zavéru, ze Var[Y; + }71] =0,
nebot
U+ (1-0)

0 1
2 2 2



Zavérem shriime, ze pouzivani metody ”opacnych” hodnot bude vyhodné
pii velké narocénosti generovani novych hodnot nahodnych veli¢in ¢i za pred-

pokladu, ze h bude skoro linearni.

2.2 Metoda Moment Matching

Nézev této metody, ktery lze do ¢estiny volné prelozit jako momentova me-
toda, naznacuje, ze se budeme snazit zajistit rovnost teoretickych a vybéro-
vych (centrélnich) momenti. V nejjednodussim piipadé je to rovnost jen
prvnich momenti, tedy stredni hodnoty a pruméru. Dale muzeme porovnéavat
teoreticky a vybérovy rozptyl jako druhé centrdlni momenty a nékteré mo-
dely vyuzivaji i momenty vyssich fadu. V této praci se budeme zabyvat
prvnimi momenty, druhymi momenty jen okrajové.

Moment Matching byvéa pouzivan zejména pro ocenovani podkladovych
aktiv, nebot od piesnosti odhadu budouci ceny aktiva se odviji i pfesnost
odhadu spravedlivé ceny derivatu. Jeji pouziti bude vyznamné predevsim v
situaci, kdy generujeme malo hodnot.

Zminime dva ruzné postupy porovnavani momentu: transformace jed-
notlivych cest (generatoru) a jejich vazeni. Obé varianty si popisme na si-

mulovani cen podkladového aktiva S; za predpokladu
E[S;] = €Sy,

kde r je konstatni, rizikové neutralni irokova mira.

Simulujme nahodné generatory Sy, Sos, ..., Spy @ spoctéme jejich aritme-
ticky primér S;. Pro nevelké n muzeme oéekédvat, ze dochézi k vychyleni
odhadu a ze

C_Ttgt 7é S().

Abychom se vyhnuli takovému vychyleni, muzeme provést transformaci

12



generatoru aditivnim nebo multiplikativnim zpusobem:

Sy =Sy +E[St]—St, i=1,..n, (2.2)
~ E|[St
V obou pripadech jsme zajistili, ze
SRR
i=1

Piiklad 2.2.1 VyuZiti této transformace lze ndzorné ukdzat na formulaci

put-call parity pro konecnd n, kterd vychdzi z obecného tvaru
e R[Sy — K)Y] — e ™E[(K — S7)T] = S(0) — e K,
vzniklého prendsobenim viyrazem ¢! a aplikact stredni hodnoty na identitu
(Sp — K)* — (K — Sp)" = Sy — K.

Vatahy (2.2) a (2.3), které zajistuji vlastnost (2.4), zajistuji zdrover
1~ 1 .
e T=N (Sp—K)t—e =) (K = Sip)t =S —e 7K.

n 4 n -
=1 =1

Druhym uvedenym zpusobem, jak pristoupit k metodé Moment Matching,
je vazeni jednotlivych hodnot, tedy nalezeni takovych vah wy, ..., w,, pro

které plati
n n
Z wiSiT = QTTSO, Zwl =1
i=1 i=1
a které muzeme déle pouzit napt. pro odhad ceny call opce

G_TT Z wl(SlT — K)+
i=1

Doposud jsme brali v ivahu jen prvni momenty. Nyni si na ptikladu

ukazme moznost pouziti i druhych momentu.

13



Priklad 2.2.2 Predpokladejme, Ze chceme ziskat ndhodné generdtory Z;,
1 =1,...,n, které budou odpovidat vybéru z normovaného normdlniho rozdéle-
ni. Jsme ale z jistych duvodu omezeni na pocet generdtoru. Tim zjevné dojde
k vychyleni primeéru Z od nuly a vijbérového rozptylu s* od jedné. Avsak nor-
malizaci pivodnich generdtori na

Zi— 7

* .
4 = P 1=1,...,n,

tedy odectenim pruméru a vydélenim smérodatnou odchylkou docilime, Ze

pront dva vgbérové (centrdlni) momenty odpovidaji momentum teoretickym,

nebot S
_ l <2, — Z 7 — 7
Z* = — ¢ e :0
n; s s ’
1l Z;,— 7 52
2% i 2
iy n;( S ) 52

Ucinnost této metody bude patrné prevazné pro mala n, kdy bude docha-
zet k vétsimu vychyleni prumeéru od stredni hodnoty a vybérového rozptylu

od rozptylu teoretického.

2.3 Metoda Control Variates

Predpokladejme nyni, ze pti kazdé simulaci, ze které ziskame hodnotu Y;,
jsme schopni generovat hodnotu X; tak, ze (X;,Y;), i = 1, ..., n jsou nezédvislé,
stejné rozdélené dvourozmeérné veliciny a E[X]| zndme. Za Y; si muzeme
predstavit napiiklad vyplaty z americké opce a za X; vyplaty z opce ev-
ropské, jejiz stfedni hodnota je dédna Black-Scholesovym vzorcem, vse za
podminek difizniho procesu.

Necht b je konstanta. Definujme
Yiev = Yi — b(X; — E[X]).

14



Odhad stiedni hodnoty E[Y] ziskany pomoci metody Control Variates je

aritmeticky prumeér téchto velicin, tedy
Yoy =Y — b(X — E[X]). (2.5)
Je rovnéz nestrannym odhadem, nebot plati

ElYev] = E[Y] - b(E[X] — E[X]) = E[Y] = E[Y].

Jeho rozptyl je

Var[Vey] = % ivarm _ b(X: — B[X])] = %Var[Yi b))
- %(Var[Y] +PVar[X] - 20Cov[X, V]). (2.6)

Co budeme dosazovat za konstantu b7 S ohledem na nas cil se musi jednat
o optimalni koeficient b* minimalizujici rozptyl (2.6), tedy
b Cov[X,Y]

- Var[X]

NS

had Yoy v porovnani s tradicnim odhadem pomoci aritmetického prumeéru.

Podivejme se na pomér jejich rozptylu.

Var[Yey ] _ Var[Y — b*(X — E[X])]
Var[Y] Var[Y]
~ Var[Y] + (b*)*Var[X] — 2b*Cov[X, Y]
B Var[Y']
= 1—piy (2.7)

7 tohoto poméru vyplyva, ze druhou veli¢inou kontrolovany odhad bude
vydatneéjsi tehdy, kdyz X a Y budou korelované. Bude tim vydatnéjsi,
¢im vyssi bude absolutni hodnota korelace. Zaroven musime poukazat na

skutecnost, ze je tento pomér dosti citlivy na malé zmény korelace. Pokud

15



bychom po case zjistili, ze X a Y nejsou tak silné (pozitivné ¢i negativné)
korelované, jak jsme predpokladali, nebyla by redukce rozptylu tak vyrazna.

Jelikoz nezname stiedni hodnotu E[Y], nebudeme ¢asto znat ani rozptyl,
kovarianci a vypocet b* nebude mozny. Musime proto pii vypoc¢tu konstanty
b vyuzit vybérovy rozptyl a vybérovou korelaci mezi pozorovanymi hodno-
tami X; a Y;. Vysledny odhad pro stfedni hodnotu E[Y] bude

Yov =Y — b, (X — E[X]),

kde _ _
(X=X -Y)

" Z?:1(Xi - X)Q

Priiklad 2.3.1 Vybeér kontrolni veliciny X nemusi byt ¢asto nijak ndrocny.

S

Muzeme vyuzit specifik dané simulace, kterd se zpravidla odviji od pocdtecni
posloupnosti generdtori z néjakého znamého rozdélent, napr. z rovnomeérného
rozdéleni na intervalu [0,1]. Zndme-li rozdélent, zndme i stredni hodnotu,
zde 0,5, muzeme ji spolu s prumérem generdtoru dosadit do (2.5). Zde pak
plati obdobné poznamka uvedend u metody Antithetic Variates, tedy pokud by
byla zdvislost Y na poédtecni posloupnosti generdtori ze zndmého rozdélent
dokonce linedarni, viysledny rozptyl bude nulovy.
Muzeme vyuzit i jing nestranny odhad pro stredni hodnotu, napr. jeden

2 odhadii wvedengjch v této kapitole. Oznacme jej Y. Vime, ze rozdil (Y —Y)
md nulovou stredni hodnotu. Odhad Yoy tedy miize bijt roven Y —b(Y —Y).
Krajni hodnoty b =0 a b = 1 odpovidaji situaci, kdybychom za odhad stredni
hodnoty vybrali jen jeden z dil¢ich odhadi, ale pro b € (0,1) ziskdime CV

odhad s mensim rozptylem, neZ by mél kazZdy z téch dvou.

2.4 Metoda Importance Sampling

Redukce rozptylu muzeme docilit i zménou pravdépodobnostni miry, tj.

zménou pravdépodobnostniho rozdéleni nahodnych generatoru. Predpokla-

16



dejme, ze hodnoty Y; jsou funkci ndhodnych generatoru z néjakého znamého
rozdéleni. Napft. pro normalni rozdéleni méjme Y; = h(Zy, Zs, ..., Zq).

Obecné se snazime odhadnout
EY) = E[H(X)] = [ h(o)f(a)d, (2.8

kde X je d-rozmérna ndhodn4 veli¢ina s hustotou f a funkce h je z ¢ do .
Obvykly odhad v podobé aritmetického pruméru zavisi na hodnotach X,

které predstavuji nezavislé nahodné generatory z rozdéleni s hustotou f:

1 &
Y =— h(X;).
- Z:; (X2)
Necht g je jind hustota na R?, ktera pro vsechna z € R¢ splituje podminku
f(z) >0=g(xz)>0.

Vztah (2.8) muzeme prepsat na

By~ | h(x)%y(x) —E, [hm%].

Symbolem E,[-] chceme oznacit stfedni hodnotu danou hustotou g, nikoli
hustotou f jako u E[-]. Diky této zméné hustoty ziskdme nestranny odhad

pro stfedni hodnotu E[Y]

Tis = o S hOZES.

)

U této metody se nelze obecné vyjadrit k mife redukce rozptylu. Muze
dokonce dojit k jeho navyseni. Porovnejme nyni misto rozptylu radéji druhé
obecné momenty. Teoreticky druhy moment je ddn jako E[Y?] = E[h(X)?].

Druhy moment po zméné hustoty je

EgKh(X)%) ] -/ (h(@%) g(z)da —

_ /h(x)2%f(x)dx _R [h(X)2m
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Mira redukce rozptylu pak zavisi na poméru obou hustot. Ijspéch metody
Importance Sampling je tudiz podminén dobrym vybérem hustoty g, pricemz
se obecné snazime, aby g(X) bylo velké pro velké hodnoty h(X) a naopak.
Pak totiz docilime snfzenf virazu E[h(X)2L5].

Pti ocenovani opci dale vyuzijeme fakt, ze jednotlivé slozky vektoru X
jsou v podstaté nezavislé, stejné rozdélené. Proto lze pomér hustot (likeli-

hood ratio) prepsat jako

X)) T
g(X)_E

Oznacenim fy; a gy se mini marginalni hustoty d-rozmérného rozdéleni se

Iu(X5)
gm(Xi)

sdruzenou hustotou f a g. Jak vyplyva z prikladu, tyto podily lze casto

jednoduse stanovit.

Piiklad 2.4.1 Necht se vektor X sklddd z d slozek, které jsou piivodné
2z N(0,1). Zménime nynt pravdépodobnostni rozdéleni na N(«, 1). Margindlni

hustoty a pomer sdruzenych hustot pak nabyvaji podoby

1 x?
fM(x):\/%eXp<—7>,

Pti obecném posunuti z d-rozmérného Ny (0, I) na Ny(p, I), kde u je d-

rozmérny vektor a I je jednotkova matice typu dxd, se pomér hustot rovna

% = exp ( — 'z + %MTM> : (2.9)
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2.5 Metoda Stratified Sampling

Tato metody vychéazi z jednoduché véty o vypoctu stiedni hodnoty pomoci

sttednich hodnot podminénych:
K
=Y P(Y € A)-E[Y|Y € 4], (2.10)

kde Ay, As, ..., Ag je systém disjunktnich mnozin splnujici

P(Y € JA) =

Ozna¢me p; = P(Y € A;) a n; pocet téch Y, které spadaji do intervalu
A;. Podil n; vuci n se obecné nemusi p; rovnat, ale bude se pri ndhodném
generovani této pravdépodobnosti s rostoucim n limitné blizit. Mnoziny A;
budeme nazyvat strata (jednotné ¢islo stratum). Napiiklad pro rovnomérné
rozdéleni na intervalu [0, 1] si dany systém muzeme predstavit jako ruzné
malé, disjunktni intervaly, jejichz sjednocenim je [0, 1]. V piipadé norméalniho
rozdéleni by sjednocenim musela byt vSechna redlna ¢isla.

Vramci metody Stratified Sampling muzeme sami rozhodnout, jak velké
ma kazdé n; byt. Postaci ndm, ze vime, Zze ndhodny generator spadajici do
A; mé rozdéleni Y|Y € A;.

Jednou variantou je, Ze zajistime, aby n; /n bylo priblizné rovno teoretické
pravdépodobnosti p;. Oznacime-li Y;;, j = 1,...,n;, vystupy piislusejici -
tému stratu a vyuzijeme-li (2.10), ziskdme vzorec pro odhad stfedni hodnoty

pomoci metody Stratified Sampling:

K n;
YSS—sz Z —%ZZYU- (2.11)
=1

= j:l
Vztah (2.11) je podobny aritmetickému prumeéru. Rozdilem v ns prospéch
je vlastnost, ze Yss nezohlednuje variabilitu generatoru mezi jednotlivymi

straty, aniz by potlacoval variabilitu uvnitt jednotlivych strat. Muzeme si to
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predstavit tak, ze pfi generovani hodnot z normalniho rozdéleni za pouziti
metody Stratified Sampling nemuze dojit k nadhodnému nadbytecnému ku-
mulovani hodnot kolem stfedni hodnoty. VSechny generatory budou rozdélené
po redlné ose a jejich histogram se bude podobat Gaussové kiivce, tedy hus-
toté norméalniho rozdéleni.

Jind situace nastane, pokud se nebudeme drzet proporcemi danymi prav-
dépodobnostmi py, ....px a dovolime, aby ¢etnosti nq, ..., nx nabyvaly libo-
volnych hodnot. S vyuzitim oznaceni ¢; = n;/n musime v posledni ¢dsti
rovnice (2.11) vyndsobit soucet generdtoru v daném stratu pomeérem jejich

teoretického a realizovaného poctu.
S ML DM O
i=1 v =1 i—1 & j=1
Za urc¢itych podminek je vyhodnéjsi pouzit zobecnéni vztahu (2.10)
K
E[Y] =) P(X € 4) E[V|X € A, (2.12)
i=1

kde X je libovolnd, i vicerozmérna veliéina spliujici P(X € X, 4;) = 1.

Pak p; = P(X € A;) a generujeme nezavislé dvojice (X;;,Y;;), 7 =1,...,n,.

Priklad 2.5.1 Necht U md rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1]. Za

1
LA, = (n ,1].
n

Pravdépodobnost kazdého strata je 1/n, pri proporcionalité mezi pravdépodob-

systém strat vezmeme

1 1 2
; A2 = <_7_
n n n

A= 0>

nosti a poctem generdtoru budeme generovat jednu hodnotu z kaZdého strata.
Tu ziskdme jako U
1—14+U; .
V= —+,1 =1,..,n,

n
kde kazdé U; je ndhodny generdtor z Unif|0,1]. Ndhodnd velicina V. md

podminéné rozdéleni U|U € A;.
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V' pripadé, Ze bychom chtéli ruzné pravdépodobnd strata, vezmeme po-
sloupnost 0 = ag < ay < ... < ax_1 < axg =1 a strata A; = (a;—1, a;]. Md-li
podminéné rozdéleni U|\U € A; byt rovnomeérné na i-tém stratu, bude platit
Vi = a;i_1 + Us(a; — a;—1).

Predpokladejme nyni, Zze mame obecné pravdépodobnostni rozdéleni
s distribuc¢ni funkci F' definovanou na R a inverzni distribuéni funkci defino-
vanou jako F~1(u) = inf{z : F(z) < u}. Pfedpokladdejme déle, Ze jsou ddny

pravdépodobnosti p1, ..., px a ze lze nalézt posloupnost kvantila
ag = —00,a; = F Y (p1), a2 = F Y (p14p2),...,ax = F’l(Zpi) =F 1) = oo,
a od ni odvozena strata

A= (ai_1,a5), i=1,.. K -1, Ag = (ax_1,arg).

V tomto okamziku muzeme pokracovat dvéma odlisnymi zpusoby.

V piipadé, ze budeme déle uvazovat Unif[0, 1] na kazdém stratu, bude opét
Vi = a;—1 + Ui(a; — a;—1). Pouzit rovnomérné rozdéleni na okrajovych stra-
tech (—o00,a1] a (ax_1,00) vak muze vést k velkym neptfesnostem. Zaroven
dochézi k velkému zkresleni pfi malém K.

urc¢ovat hodnotu inverzni distribuc¢ni funkce, ale na druhou stranu dosahneme
vetsi preciznosti. Nahodné generatory budou lépe kopirovat dané rozdéleni
pii malém K i v okrajovych stratech.

V tomto druhém piipadé z pocatku vyuzijeme priklad 2.5.1. Rozdélime
interval [0, 1] na libovolna strata a na kazdém i-tém stratu vygenerujeme N
hodnot podle predpisu
i — 1+ U
—,

Vi = i=1,..,n j=1,..,N.

Teprve poté pouzijeme inverzni distribuc¢ni funkci zvoleného rozdéleni. Nahod-
né generatory tvaru

F=H(Viy)
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budou splnovat podminku, ze
FrVi)ed, i=1,..n, j=1,.., N,

Nésledujici grafy zobrazuji histogramy generatoru pro N(0,1). Chceme
srovnat bézné ndhodné generovani a prvni vyse uvedeny zpusob pouziti Stra-
tified Sampling, tedy rovnomérnym rozdélenim na kazdém stratu. Horni pa-
nel zachycuje histogramy bez pouziti metody Stratified Sampling, dolni
s pouzitim této metody (100 stejné pravdépodobnych strat). Grafy vlevo

jsou vyhotoveny pro 500 generatorum (5 hodnot v kazdém stratu), grafy

vpravo pro 10 000.

Obrézek 2.1: Simulace N(0,1). 500 a 10 000 generétor.

Obrézek 2.2: Simulace N(0,1) s vyuzitim metody Stratified Sampling. 500
a 10 000 generdtoru.
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Pro velké n si jsou oba histogramy dosti podobné, pro malé n je vsak
vidét velky rozdil. Na dolnich grafem je vidno, ze uziti prvniho zpusobu
pii stratifikaci jiného nez rovnomérného rozdéleni (jak zminéno vyse) déla
problémy v okrajovych intervalech, muze zpusobovat tzv. tézké chvosty.

V nékterych pripadech jako je ocenovani opci, jejichz hodnota zavisi na
prubéhu ceny podkladového aktiva (a mezi néz patii i nami zvolend bariérova
opce), bychom chteéli stratifikovat pouze koneéné hodnoty. Zde se pak uziva
konstrukce tzv. Brownova mostu, ktery si ptriblizime az pfi implementaci na
konkrétni model v dalsi kapitole. Abychom ¢tenari poskytli jistou zdkladni
predstavu, popisme obrazek 2.3 pfejaty z [3], strana 222.

Na tomto obrazku simulujeme deset ruznych vyvoju nahodné veli¢iny
X;. Vime, ze Xy = 0, X; ~ N(0,1) a ze zndme-li Xy, a X, jsme schopni
dopocitat zbylé hodnoty X;,0 < t < 1. Pokud nam z jakychkoli duvodu
zalezi jen na rozlisnosti hodnot X, zajistime, aby kazda spadala do jiného
z deseti stejné pravdépodobnych strat a predchozi prubéh dopocitame.

Odpoveéd na tradiéni otdzku, k jak velké redukei rozptylu pomoci této
metody dojde, neni tak jednoducha. Méjme Ay, ..., A strata stanovena dle
(2.12) pro velicinu X, p;, = P(X € A;) piislusné pravdépodobnosti a Y;;

generatory s rozdélenim Y za podminky X € A;. Oznac¢me
w = EIY;] = E[Y|X € A,

o} = Var[Yj;] = Var[Y|X € 4,].

Nestrannost Ygs je patrné ze vztahu

n; K
E[Yss] = sz ‘ ZE[YM] = sz‘,ui =ElY
M j=1 i=1

Pro rozptyl Yss plati

. pioi _ o*( )
Var[Vgs] = sz " Z Var[Y; Z = ) (2.13)
1y j=1
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Obrazek 2.3: Simulace deseti prubéhu veli¢iny X;.

kde
‘o
o*(g) =) p—’q‘z

je vyraz, ktery budeme srovnavat s Var[Y'|, neb Var[Y] = Var[Y]/n.
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Var[Y] = E[YZ] — (E[Y))?

2
= sz E[Y?|X € A;] — (Zpl Y]XeA])
2
= me + 117 (ZPzM)
2
= Zpiaf + Zpi/%? - (ZPW@) (2.14)
=1 =1 =1

V pripadé proporcionality mezi p; a n;, kdy p; = ¢; dojde ke zjednoduseni

vyrazu 02(q) na

K
2
=1

Jestlize Jensenova nerovnost tika, ze

K K 2
ZPW? = (ZPUM) ;
i=1 i=1

pak
Var [Yss] S Var [Y] s

tzn. ze metoda Stratified Sampling s proporcionalnim vztahem mezi p; a n;
ovliviiuje rozptyl odhadu pouze smérem dolt. Piipadna rovnost nastava pro
i vSechna stejné.

V pifpadé libovolnych n; nedojde ke zjednoduseni vyrazu o2(q) a hod-
noty ¢; ze vztahu (2.13) nevypadnou. Budeme-li tento vztah pres vsechna
pripustnd ¢; minimalizovat, tedy za podminek Zfil ¢ =1lag > 0,1 =
1,..., K, muzeme dosdhnout jesté vétsi redukce rozptylu.

Resenfm jsou optimalni hodnoty

* Di0;
qi - K )
Zj:l Dbio;
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Pfi pouzivani této metody je casto obtizné stanovit ”podpurnou” veli¢inu
X, rozhodnout o systému strat ¢i o hodnotach ny, no, ..., nx. Dalsi nevyhodou
této metody je, ze generovani Yj;, resp. (X;;, Y;;) muze byt pro néktera strata

daleko narocnejsi nez pro strata zbyvajici.

2.6 Metoda Latin Hypercube Sampling

Metoda Latin Hypercube Sampling vychazi ze stejnych uvah jako Strati-
fied Sampling, tj. z podminéné stfedni hodnoty na sjednoceni disjunktnich
intervali. Umoznuje ”stratifikaci” ve vyssich dimenzich, kdy vicerozmérnd
metoda Stratified Sampling selhdava. Pod pojmem stratifikace rozuméjme
generovani nahodnych hodnot z dil¢ich intervalu. Detailniho vysvétleni se
nam dostava v [3] na pifkladu d-rozmérné jednotkové krychle [0, 1]¢.

Chceme-li interval [0, 1] rozdélit na K strat v kazdé dimenzi, dostaneme
celkem K¢ strat. Jelikoz metoda Stratified Sampling pozaduje alespoii jedno
pozorovani v kazdém stratu, potiebujeme dohromady alespoii K¢ pozo-
rovani. Takovy pocet hodnot 1ze pti malém d zajistit, ale pro vétsi d bychom
potiebovali malé K, abychom byli schopni pracovat s danym poctem pozo-
rovani. Pro mala K vSak neni stratifikace vyhodna.

Tuto nevyhodu potieby velkého mnozstvi pozorovani metody Latin Hy-
percube Sampling potlacuje.

Méjme pevné d a K. Uvazujme d-rozmérnou jednotkovou krychli, interval
0, 1] v kazdé dimenzi rozdélme na K strat po jednom pozorovéni. Necht Uy;
jsou pro kazdé i = 1,...,d, a kazdé j = 1, ..., K nezdvisl, na intervalu [0, 1]
rovnomérné rozdélené generatory. Necht dale 7y, ..., 74 predstavuji nezdvislé

nahodné permutace ¢isel 1, ..., K.
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Polozime-li

Vi = B e 2.15
- (2.15)
a
Zij =7 <Vij>a
predstavuje d-rozmeérny vektor (Vi;,Va;, ..., V) ndhodny generator z rov-

nomérného rozdéleni na [0, 1]%, d-rozmérny vektor (Z1, Za;, ..., Zg;) ndhodny
generator z d-rozmérného normovaného normdlntho rozdéleni (&' indikuje
inverzni distribuéni funkei rozdéleni N (0, 1)) a matice Vj;, resp. Z;; ndhodny
vybér o velikosti K z daného d-rozmérného rozdéleni. Hodnoty Vj;, resp. Z;;
dale transformujeme libovolnou funkei tak, abychom dosahli pozadovaného
odhadu.

V pifpadé, ze bychom neuvazovali d-rozmérnou krychli [0, 1]%, ale obecné
intervaly, d& se vySe uvedeny postup s K strat na intervalu [0, 1] v kazdé

z d dimenzi zobecnit na K; strat na intervalu [a;, b;] v i-té dimenzi.

Priklad 2.6.1 Uvazujme, Ze chceme na zdkladé predpokladu difizniho pro-
cesu odhadnout cenu podkladového aktiva za dva dny a chceme zndt osm
rizngch vjvoji této ceny. Pak poloZime d = 2 a K = 8, nebot chceme
osm nahodnych generdtori Vi; z dvourozmérného rovnomeérného rozdélent,
které budeme posléze prevadét na generdtory Z;; z dvourozmeérného normo-
vaného normdlniho rozdéleni. Pri pouziti metody Stratified Sampling bychom
potiebovali 64 ndhodniyjch generdtori, kazdy z nich by leZel v jednom dil¢im
ctverecku (viz obr. 2.4).

Pro nezavislé nahodné permutace
m=(1,2,3,4,5,6,7,8) a me=(54,7,6,8,2,1,3)
mohou hodnoty Vi; nabyvat napriklad hodnot

(0,2;4,8), (1,9;3,3), (2,7:6,3), (3,9;5,4),
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(4,7,7,8), (5,2;1,6), (6,6;0,7) a (7,7;2,8).

Projekcei do dvourozmérné miizky ziskime obrazek 2.4 prevzaty z [3].

Obdobné obrazky pro d = 4 lze nalézt v [7] na strané 121.

1

Obréazek 2.4: Nahodny vybér z dvourozmérného rovnomérného rozdéleni

ziskany metodou Latin Hypercube Sampling pii d =2 a K = 8.

Co se tyce problematiky miry efektivnosti, odkazujeme z duvodu vétsi
teoretické ndrocnosti na [3], str. 240. Zde poskytneme jen kratky souhrn.
Predpokladejme, Ze metodu Latin Hypercube Samplin pouzivame na

[0,1]¢ a 7e se snazime odhadnout

ap = / h(u)du
[0,1]
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pro integrovatelnou funkci h, kterou transformujeme generatory na konecny
vysledek, h : [0,1]¢ — R. Standartni odhad pii uzit{ Monte Carlo simulaci
bude

kde U;; jsou nezavislé, na [0, 1] rovhomérné rozdélené ndhodné generatory.
Oznacime-li 02 = Var[h(Uy;, ..., Ug)], j =1,..., K, pak Var[a,] = 0?/K.
Glasserman s odkazem na [10] rozkldda funkci h na dvé casti. Necht pro

kazdé i = 1,...,d a pro pevné u € [0, 1] mame funkci
hz(u) = E[h<U17 ) Ui*lu u, UiJrla ] Ud)]

Muzeme pozorovat, ze h;(U), U ~ Unif|0, 1] mé stfedni hodnotu ay. Tutéz
stfedni hodnotu ma i
d

hada(Ut, - Ug) = > hi(Us) = (d — D)y,

i=1

Lze dokéazat, ze rezidua definovana jako
E = h(Ul, ceey Ud) — hadd<U1> vy Ud)

jsou s h(Uy,...,Uy) nekorelovand. Proto lze rozptyl o? rozlozit na soucet
0% =02, + 02 V [10] je dokdzdno, ze
2

Var[ay] = % +o(1/K).

Timto rozkladem je poukazéno na skutecnost, ze mira redukce je zavisla
nejen na K, ale i na funkci h, kterou transformujeme generdtory U;; na
konecnou pozadovanou hodnotu. Nejvétsi efektivity 1ze totiz dosahnout, po-
kud lze funkci A priblizit souc¢tu jednorozmérnych ”marginalnich” funkci

jako
d

WUy, Ug) = > ha(Uy).

i=1
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Kapitola 3

Ocenéni bariérové opce

3.1 Charakteristiky up-and-out call opce

Ackoli obycejné opce (jako vSechny derivaty) pozaduji malou pocétecni in-
vestici, jsou preci jen pro nékteré ucastniky trhu drahé. Na zékladé toho
vzniklo velké mnozstvi ruzné vylepSenych opci, mezi nimi i opce bariérové,
které se daji koupit jesté lacingji. Cena vSak neni jedinym duvodem vzniku
exotickych derivatu. Dalsimi jsou naptiklad potteba lepsiho finanéniho zajis-
téni (hedging), ucetni, danové a jiné duvody.

Bariérové opce, jak jiz nazev napovida, zavisi na néjaké predem defino-
vané hranici, bariére. V ptipadé, ze cena podkladového aktiva tuto bariéru
smérem nahoru/dolu prekond, prestavé/za¢ind opce existovat. Podle kom-
binace téchto dvou moznosti rozlisujeme up-and-out, up-and-in, down-and-
out, down-and-in opce, kupni i prodejni. Up-and-out opce prestava existovat,
kdykoli cena aktiva prekona jistou horni hranici smérem nahoru.

Obvyklymi faktory ovliviiujicimi vyplatu z opce v case T (a tak i cenu
opce) jsou cena podkladového aktiva v ¢ase T' a realiza¢ni cena. V pripadé
up-and-out opce zavisi vyplata i na celém prubéhu ceny S;, 0 < t < T

a dale na vysi bariéry H. Tato bariéra je nutné vyssi nez pocatecni cena
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aktiva Sy 1 nez realiza¢ni cena K, jinak je hodnota up-and-out call opce
nulova. Jak jiz uvedeno, bariéra ovliviiuje hodnotu opce tak, ze prekond-li
cena podkladového aktiva tuto hranici v jakémkoli okamziku do uplatnéni
opce v case T', opce prestava existovat. V souvislosti s vyplatou z obycejné
call opce (Sr — K)* pak muzeme vyplatu z up-and-out call opce vyjadrit
jako

(St — K)* Iis.<mo<i<ty, (3.1)

kde Iy oznacuje indikator podminky uvedené v zdvorce.

Pti dalsim postupu uvazujme hodnoty Sy = 100, K = 108, H = 120,
T =1, prvni tii idaje v ménovych jednotkach, napi. EUR a posledni idaj
v letech. Neuvazujeme zadnou dividendu plynouci z podkladového aktiva.

Na tomto misté pro zajimavost uvadime analyticky vzorec pro vypocet
hodnoty up-and-out call opce ¢,, pfi difiuznim procesu (3.2) pro vyvoj ceny
podkladového aktiva, jak je uveden v [5]. ® oznacuje distribucni funkci nor-
movaného normélniho rozdéleni N (0, 1). Z prvniho vztahu je ziejmé, Ze cena
up-and-out call opce je dopliikem ceny up-and-in call opce do ceny obycejné

call opce, jejiz cena c je ddna Black-Scholesovym vzorcem.
Cuo = C — Cuyj,

¢ = Sy®(dy) — Ke " T®(dy — oVT),

o I(S/K) + (r +0*/2)T
1= o/ T )

Cui = So®(xy) — Ke"T®(zy — oVT)
—So(H*/S0) (@ (—y) — P(—y1)]
+Ke T (H*/S0)? 2@ (—y + oVT) — ®(—y1 + oVT)],
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_ W[H*2/(SK)]
y= T +XoVT,

In[Sy/H*]
I —+>\ \/_’
T = Nis oVl

_ In[H*/S] .
y1——aﬁ +AoVT

H* — H60,58260\/T/_m

Posledni vztah pro H* umoznuje prechod ze spojitého pozorovani ceny
podkladového aktiva v ptripadé tzv. spojité opce na pozorovani diskrétni,
kdy mame tdaje tfeba jen jednou za den. m udava pocet okamziku do casu
T, kdy je cena pozorovana, T'/m pak udava délku ¢asového intervalu mezi
jednotlivymi (stejné vzdalenymi) pozorovanimi. Kdybychom dosazovali jen
H, ziskdme cenu spojité up-and-out call opce. Vztah pro H* byl odvozen
pany Broadie, Glasserman, Kou a poprvé uveiejnén v ¢lanku [2]. Jak sami
autori uvadi, pfi vypoc¢tu ceny bariérové opce i na zakladé vzorce s touto
tpravou muze vznikat chyba az 1/y/m, proto vysledek budeme povazovat
jen jako kontrolni hodnotu.

Pridanim vztahu, jehoz prostifednictvim dojde k navyseni bariéry z H
na H 60’5826"\/T/_m, jakoby nahrazujeme diskrétni bariérovou opci spojitou
bariérovou opci s vyssi bariérou. Vysvétleni je nasledujici. Pti spojitém po-
zorovani cen muze dojit k prekonani bariéry a opétnému navratu pod ni
béhem tak kratkého casového intervalu, ze by pii diskrétnim pozorovani
tento vykyv nebyl zaznamenén. Proto je bariéra o néco navysena, aby tento

vyvoj nemél vliv ani na spojitou opci.
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3.2 Modely pro vyvoj ceny podkladového ak-
tiva

Cena podkladového aktiva je ¢asto modelovana prostiednictvim vztahu

d
% = pdt + odW,, (3.2)
t

kde S; je cena podkladového aktiva v case t, u, o konstanty a W, Wieneruv
proces. Pocatecni podminkou pro tuto stochastickou diferencidlni rovnici je
pozadovana hodnota Sy = 100. Tento difizni proces s konstantni volatilitou
se téz nazyva geometricky Brownuv pohyb. V oblasti financi se pouziva
od Sedesatych let diky pracem Paula Samuelsona. Je na ném postaven i
Black-Scholesuv vzorec. Parametr p lze interpretovat jako o¢ekdvany vynos
z podkladového aktiva, parametr o pak jako volatilitu ceny podkladového
aktiva.
Model se stochastickou volatilitou, kterym se budeme zabyvat posléze!,
lze popsat vztahy
d%t = pdt + o dW7, (3.3)

do? = a(o] — o?)dt + Eo2dWY . (3.4)

o, znaci dlouhodobou volatilitu na trhu, kterou polozime rovnu konstantni
volatilité z predchoziho modelu, a a & jsou konstanty a W;° a W¢ necht jsou
dva ruzné, na sobé nezavislé Wienerovy procesy. Po¢atecnimi podminkami je
hodnota Sy = 100 a 62 = o%. Vyraz (03 — o?) zajistuje, ze se volatilita bude
neustale pohybovat kolem své dlouhodobé hodnoty (mean reverting pro-
cess). Je-li volatilita v ¢ase ¢ nizsi nez dlouhodobé a vyraz (o7 — ¢?) kladny,
dojde v pristim casovém obdobi k jejimu narustu. Vyse tohoto narustu je
determinovana parametrem a, ktery lze interpretovat jako intenzitu navratu

k dlouhodobé hodnoté.

INapi. v [5] str. 459 Ize nalézt obecnéjsf vztah s k-tou mocninou ve vyrazu éofdWy.
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Wieneruv proces W; je ndhodny proces definovany tremi nasledujicimi

vlastnostmi:
b WO - 07
o W, je skoro jisté spojity a

e W, ma nezavislé piirustky, pro néz plati W, — Wy ~ N(0,t — s),
t>s>0.

Posledni vlastnosti, ktera rik4, ze ptrirustek W;—W, ma normélni rozdéleni
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem t — s, pozdéji vyuzijeme pii substituci
dW, = Vdtey, resp. AW, = /Ate; pro g ~ N(0,1).

Vzhledem k obsahu a rozsahu této prace se nebudeme zabyvat kalibraci
modelt, tedy stanovenim vyse jednotlivych pamametru na zakladé histo-
rickych dat. Konstanty polozime rovny hodnotam, které by v realné situaci
mohly prichdzet v dvahu. Parametr g musi byt navic z duvodu zachovani
rizikové neutralniho prostiedi? roven rizikové neutrdlni irokové sazbé r, kte-
rou budeme pouzivat k diskontovani. K urceni vyse konstant v modelu se
stochastickou volatilitou uzijeme pifklad v [5]3. Stanovime pu = 0,08 = r,
0=0,2=07,a=0,01a&=0,18.

3.3 Diskretizace procesu

7 praktického hlediska, tj. v situaci, kdy se neobchoduje nepretrzité, nejsme
schopni urcovat tak malé zmény ceny podkladového aktiva, abychom mohli
uzivat rovnice (3.2), (3.3) a (3.4) zavislé na dt a dW;. Musime pfistoupit k
diskretizaci a prepsat rovnice tak, aby obsahovaly At a AW;,.

2Vice v [3], strany 25-30.

3Ptiklad 17.2 na strané 376 v [5] se zabyva odhadem volatilit. Popisuje model
GARCH(1,1) s parametry a = 0,13, 5 = 0, 86, ze kterych ziskdme potiebné konstanty
jakoa=1—a—fBaf=aV2.
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Méjme casy tg,t1,t2,...,t,. V nasem pripadé budeme uvazovat stejné
vzdalené casové okamziky, kterych bude 250 v roce (jako priblizny pocet
dni v roce, kdy se obchoduje), tj. At =¢; —t;_; = 1/250, j = 1,...,250,
to =0 a ta50 = T' = 1. Oznacme S; cenu podkladového aktiva v case t; a o
jeji volatilitu v case t;.

Stochastickou diferencidlni rovnici (3.2) charakterizujici diftzni proces
muzeme jesté upravit diky Itoové formuli* a diky tieti vlastnosti Wienerova

procesu. Ziskame rekurentni vztah

1
S;=Sj_1exp ((,u — 502)At + O'\/Atgj), (3.5)

ze kterého lze dovodit

250

St = Sy exp ((,u — %O'Q)T + 0@2@),
i=1

kde ¢; jsou nezavislé, stejné rozdélené, ¢; ~ N(0,1), 7 = 1,...,250. U
bariérové opce nas ale zajima cely prubéh ceny aktiva, proto musime po-
stupovat podle rekurentniho vzorce.

Ze vztahu (3.5) a vztahu nésledujiciho rovnéz vyplyva, ze cena podkla-
dového aktiva v ¢ase T mé lognormélni rozdéleni, nebot s uzitim vlastnosti

Wienerova procesu muzeme psat

1
In ot (b — =0T + oVTe,
So 2

In % ~ N((,u - %UQ)T, 02T>,

0
1
InSp ~ N(ln So+ (1 — éaz)T, 02T>.

S pouzitim vyse uvedené diskretizace umime vygenerovat jeden mozny
vyvoj ceny podkladového aktiva .S;. Posouzenim, zda pti tomto vyvoji doslo

k prekonani bariéry H, ziskdme vysi vyplaty v ¢ase T dle vzorce (3.1).

4Viz napi. kapitola 11.6 v [5] nebo kapitola 3.2 v [7].
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Opakovanim tohoto postupu ziskdme velky pocet moznych vyplat v case
T'. Diskontujeme-li jejich aritmeticky prumeér, dostaneme jakysi standartni,
nejjednodussi odhad.

Necht S;; znaci cenu podkladového aktiva v ¢ase t; pii i-tém simulovaném
pritbéhu a €;; ndhodny generdtor z N(0, 1), ktery je tfeba pro urceni S;;. Pro
n opakovani, tj. pro n ruznych vyvoju ceny aktiva mame standartni odhad
ceny up-and-out call opce

n

. 1
Cuo = € Tﬁ 2(51250 - K)* Its,<H, j=1,..250}; (3.6)
1, e
Sij = Dij—1 exXp ((,u — 50’ )At +o At€i]‘>7 (37)

V pripadé druhého modelu, kde se vyskytuje dalsi stochasticka dife-
rencialni rovnice pro proménlivou volatilitu, zustaneme u zakladnich vztahtu.

Diskretizace obou procesu vede k rekurentnim vztahum

Sj = Sj_l + AS]‘_l
= Sj_l + Sj_l(,uAt + O\ At&f)
= Sj,1(1—|—/,LAt+0'j\/ At&'}g),

g - 0_]2'_1 + A0—32'_1
= 0]2-_1 + a(o? — O'JQ»_l)At + 50?_1\/ Ate],

S
J
Standartni odhad ziskame obdobné, opakovanym vypoctem ceny pod-

pro €7 a €7 nezdvislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny z N (0, 1).

kladového aktiva v ¢ase T, odvozenim vyplaty, zprumérovanim a zdiskon-

tovanim.
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Kapitola 4

Implementace jednotlivych
metod v modelu s konstantni

volatilitou

Zmaceni pouzivané u vykladu jednotlivych metod muzeme nyni blize speci-
fikovat:
Cuoi = Yi = €_TT(Si250 - K)+ I{Sing, j=1,...,250} (4-1)

E[Y] v tomto modelu umime urcit diky analytickému vzorci uvedeném
v podkapitole 3.1. Jeho vysledek pro nami pozadované parametry je 0,3346.

Standartni odhad ceny up-and-out call opce é,, = Y je pro n ruznych
vyvoju ceny podkladového aktiva aritmeticky prumeér hodnot (4.1), i =

1,...,n.

4.1 Metoda Antithetic Variates

Tuto metodu, o které muzeme fici, ze patii mezi ty nejjednodussi na imple-
mentaci, budeme pouzivat presné tak, jak popsano v podkapitole 2.1.

Pii dosazovani nové vygenerovaného vektoru (g;1,...,€950) do vztahu
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(3.7) pro urceni jednoho vyvoje ceny podkladového aktiva S;; mizeme zarovei
dosadit i (—&;1, ..., —€i250) a ziskat tak jiny prubéh ceny gm Odhad ceny up-
and-out call opce pomoci metody Antithetic Variates lze pak vyjadrit jako

n

1

N _ —rT +
Cuo, AV = € % E ((Si250 - K) I{Sing, j=1,...,250}
i=1

+ (Sizso — K)* [{Sijgﬂ, j:1,...,250}>>

1
Sij = V-1 €XPp ((u — —02)At + o/ Atfi]’>,

2
. 1
S’L’j = Dij—1€XP <(,u — 50'2)At — 0/ Até‘m) .

4.2 Metoda Moment Matching

Jiz jsme se zminovali, Ze touto metodou se koriguje hlavné odhadovana cena
podkladového aktiva. Proto zde provedeme jen jednu malou tdpravu v po-
stupu simulace.
Tim, Ze jsme omezeni na pocet prubéhu ceny, nemusi byt hodnoty &;;

v j-tém casovém okamziku dostatecné na to, aby nedoslo k vychyleni pruméru
od stiedni hodnoty a vybérového rozptylu od rozptylu teoretického. Znor-
mujeme proto vSechny hodnoty (ey;, ..., €,;) jejich prumérem a smérodatnou
odchylkou.

n n
i E , ij> 5 E : ij il
i=1 i=1

s 1 £ — &
Sij = Sij-16xp ((M - 502)At tov At%»

n

1
A _ —rT * +
Cuoprar =€ > (( tas0 — K7 Igsz <, j:17...,250}>-

=1
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4.3 Metoda Control Variates

V pripadé aplikace metody kontrolni proménné si musime klast otazku, jakou
proménnou, jejiz stiedni hodnotu zname, zvolit. Jak uvedeno u teoretického
popisu této metody, nejvétsi redukce rozptylu dosahneme, dosadime-li za
kontrolni proménnou takovou, ktera bude s diskontovanou vyplatou plynouci
z up-and-out call opce co nejvice korelovana (positivné i negativné).

V tomto pripadé prichazi v ivahu diskontovana cena podkladového ak-
tiva v case T se stfedni hodnotou! E[Sys0]e ™ = Sy nebo z ¢asu T diskon-
tovand vyplata plynouci z obyc¢ejné call opce, jejiz sttedni hodnota je dana
vysledkem Black-Scholesova vzorce.

Jelikoz ale vybérova korelace ziskand pti 100 000 simulacich vychazi pro
samotné aktivum i call opci velmi nizko, 0,07 pro aktivum a -0,04 pro call
opci, pokusime se najit jesté jiné feseni. Uvazujme portfolio slozené z jedno-
duchych instrumentu, jehoz zavislost vyplaty v ¢ase T na cené podkladového
aktiva v case T' se da povazovat za obdobnou jako pro nasi bariérovou opci.
Obdobnou proto, ze vyplatu plynouci z up-and-out call opce nelze s ohle-
dem na prekonani bariéry do casu T zcela vyjadrit pomoci zavislosti na St.
Dosahneme ale vyssi korelace.

Portfolio o necht se skldda ze tif opci se stejnym podkladovym aktivem

jako up-and-out call:
e long call opce s realiza¢ni cenou K,
e short call opce s realiza¢ni cenou H a

e short cash-or-nothing call opce s realizacni cenou H a s c¢astkou H — K.
Tato pozice nam neptinese nic, pokud Sy < H, jinak vyplatime castku
H-K.

1Stfedni hodnota dand vlastnostmi rizikové neutralniho prostiedi.
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Takovéto portfolio ¢ je spojené s vyplatni funkei zobrazenou na obrazku
4.1 a je s nasi opci korelované mirou 0,47873. Jeho soucasna sttedni hodnota

(urcéena Black-Scholesovym vzorcem) je

Elp] = S,® <d1(K)) —Ke o <d1(K) - o—\/T)
— Sy (dl(H)> — He 7o <d1(H) - aﬁ)
—(H=-K)e "o (dl(H) - aﬁ),

_ In(So/z) + (r + 02/2)T'

dl(x) O‘\/T

141

12

10

90 100 110 120 130 140

Obrazek 4.1: Funkce zéavislosti vyplaty plynouci z uvedeného portfolia na

cené podkladového aktiva v case T.

4.4 Metoda Importance Sampling

V navaznosti na pitfklad 2.4.1 uvazujme, ze chceme zménit rozdéleni ¢;

z N(0,1) na N(a, 1) a ze a chceme zvolit tak, abychom posléze dostali odhad
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ceny opce s co nejmensim rozptylem. Dle tivah v [3] na strandch 268-270,

hleddme a maximalizujici funkci
L
F(z) - 37 % (4.2)

kde

z = (81, ...,8250)

F(Z) = —rT + 111[(5250 - K)+ I{S]’SH, j:1,...,250}]

je zlogaritmovana diskontovana vyplata plynouci z opce, zavisla na cené
podkladového aktiva S;, kterd je sama o sobé funkei z.

Chceme najit jeden vektor z a jeden vyvoj ceny S; tak, ze funkce (4.2)
dosdhne svého maxima. Pro jednoduchost budeme predpokladat konstantni
€j, 7 =1,...,250. Tato podminka pro nas znamend i to, ze prubé¢h S; bude
monoténni a nemusime se starat o prekroceni bariéry H diive nez v dobé

realizace. Dojdeme k zavéru, ze
+ 1 2
@ = arg max ( — 1T +1n | (Sz50 = K)* Iisumociny | — 52502 )
kde

Sos0 = Sp exp <(u - %O'Q)T + o4/ At2505>.

Séitanec —rT muZeme vypustit, nebot se jednd o konstantu nezavislou
na £. Muzeme se rovnéz zamérit jen na ta e, pro néz je K < S50 < H,
tj. pro néz je v argumentu logaritmu nula a hodnota funkce (4.2) by byla
—00. Oznac¢me takové hranice pro € e a ey. Pro ex < ¢ < ey pak hledame

argument maxima funkce

fi(e) =In [SO exp ((u — %O‘Z)T + a\/At2505) — K] — %25062.

Intuitivné predpokladame, ze tato funkce bude maximalni v piipadé

Soso = H. Na obrazku 4.2, kde vidime vykreslenou celou funkci pro e
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mezi e = 0,005364 a e = 0,03868, si tuto ivahu potvrdime. Z grafu
lze vycist, ze funkce fi(g) opravdu nabyva maximdlni hodnoty pro g, pro

néz Sos0 = H a pro néz je nejvyssi vyplata. Ziskavame a = ey = 0, 03868.

20[

15

10f

05F

0.010

0.015

0.020

L L T B T I R B
0.025 0.030 0.035

-1.0

Doamy,

-15F

Obrazek 4.2: Prubéh funkece f;(g) pro 0,005364 < e < 0,03868.

Postupujeme-li dale podle ptikladu 2.4.1, zménime rozdéleni nahodnych
generatort pii vypoctu ceny podkladového aktiva na ef; ~ N(a, 1), pro
kazdé i spocteme diskontovanou hodnotu vyplaty z opce dle obvyklého po-
stupu danym vztahem (3.1), ale s dosazenim &f; a prendsobfme ji koeficien-
tem pfrislusnym kazdému ¢ vyjadiujicim pomérem sdruzenych hustot

250 1
exp [ — 0425% + 5250042 )

J=1

4.5 Metoda Stratified Sampling

V pripadé simulovani vyvoje ceny podkladového aktiva je zbytecné strati-

fikovat pri kazdém posunu v case o At. Dulezité je stratifikovat konec¢nou
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cenu v ¢ase T = 1, tj. So509. Jak jsme se jiz zminili v predchozi kapitole,
muzeme vyuzit konstrukce tzv. Brownova mostu.

Vychéazime z posloupnosti Wy, ..., Wasg, pro niz podle vlastnosti Wiene-
rova procesu plati W; — W;_; = \/Ate;, i = 1,...,250, Wy = 0. Plat{ i

1
5250 = So exXp ((,u — 50'2>T + 0'W250),

kde Waso = v/Te pro € ~ N(0, 1).

Necht simulujeme K riznych vyvoji ceny podkladového aktiva, kazdy
ve 250-ti diléich krocich. Chceme, aby Sjs50 spadalo do i-tého strata, tj.
vytvaifme K stejné pravdépodobnych strat. Necht tedy

o
Vo= T v oniffo)
Wisso = VTS (V).

Z konecné hodnoty Wiasg vypocitame vsechna pfedchozi W;; a S;; dle

vztahti?

toso — t; t, —ti_ toso — i)t —ti_
mj_ 250 J VVz‘j_1+ J j—1 VVz‘250+\/( 250 J)(J J 1)527.7

" tas0 — ti—1 loso — tj—1 toso — tj—1

1
Si' = Oij—1 exXp ((u — 50‘2)At + O'(VVij — VVZ’j—l)>-

4.6 Metoda Latin Hypercube Sampling

Jiz jsme zminili, ze tato metoda nahrazuje Stratified Sampling v piipadé ge-
nerovani nahodného vybéru ve vyssich dimenzich. Na rozdil od predchoziho
postupu, kdy jsme stratifikovali St pomoci Brownova mostu, nyni bychom
radi stratifikovali hodnoty S; v kazdém kroku, abychom dosahli dostatecné

proménlivosti ve zménach ceny aktiva. To implikuje, ze pocet dimenzi d je

2Vzorec pro W;; spolu s odvozenim uveden v [3] na strané 221.
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Ptipominame, ze 7; jsou nezavislé nahodné permutace cisel 1, ..., K.
Tato metoda neni nikterak narotna na implementaci, ale jeji nevyhodou,
jak pozdéji uvidime, je velkd ¢asova narocnost na vypocet hodnot inverzni

distribu¢ni funkce.

4.7 Srovnani metod

Vypocet odhadu ceny up-and-out call opce ziskany aplikaci vyse zminénych
metod budeme mnohokrét opakovat, abychom mohli spocitat prumeér a vybeé-
rovy rozptyl jednotlivych typu odhadu. Pro dobrou vypovidaci schopnost
byva doporuc¢eno 1000 opakovani.

Primeérné odhady z kazdé metody muzeme srovnavat s vysledkem vyse
zminéného analytického vzorce.

K porovnani efektivnosti jednotlivych metod nam bude slouzit rozptyl
odhadu. Z duvodu vétsi srozumitelnosti vystupu se budeme konkrétné zabyvat
pomérem standartniho odhadu a vylepseného odhadu. Tento pomér nam
fikd, kolikrat se pomoci dané metody odhad snizil.

Dalsim pro nas relevantnim kritériem je ¢asova naro¢nost vypocti. Snazi-
me se snizovat rozptyl odhadu, ale nebylo by pfijemné zjistit, Ze se nam po-
moci nékteré metody podarilo o néco mélo snizit rozptyl na tikor dvojnasobné
doby trvani vypoctu. Chceme srovnavat metody za podminky, ze vypocty
pobézi priblizné stejné dlouho, a tak budeme muset korigovat pocet cest
ceny aktiva pro vypocet jednoho odhadu.

Zacali jsme s vypoctem pro 1000 cest a 1000 opakovani v pripadé stan-
dartniho odhadu. Tento vypocet trval priblizné 3630 sekund, méné nez ctyti
sekundy na vypocet jednoho odhadu ceny opce ziskaného z tisice cest ceny
aktiva. Pocet cest budeme u jednotlivych metod obvykle redukovat tak, aby
vypocty trvaly srovnatelné dlouho. Tabulka 4.1 obsahuje tdaje o jednot-
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livych metodach, pii jakém poctu cest byly vypocty provadény, jak dlouho
trvaly (udaje v sekundach), jaky je prumér a rozptyl odhadu a pomér roz-

ptylu.

Metoda Pocet cest | Cas | Pramér | Rozptyl | Pomér
Standartni odhad 1000 3630 | 0,3315 | 0,04407
Antithetic Variates 500 3610 | 0,3313 | 0,001733 25
MomentMatching 700 3637 | 0,3296 | 0,002461 18
Control Variates 560 3611 | 0,3335 | 0,002784 16
Importance Sampling 1150 3577 | 0,3298 | 0,001603 27
Stratified Sampling 240 3702 | 0,3322 | 0,005472 8
Latin Hypercube Sampl. 36 3698 | 0,3309 | 0,04609 0,96

Tabulka 4.1: Udaje o jednotlivych metodach pfi vétsim poctu cest

U metod Antithetic Variates a Importance Sampling jsme ziskali velmi
dobré vysledky. Rozptyl se podafilo snizit na jednu pétadvacetinu, aniz
bychom prodlouzili dobu vypoctu. Metody Moment Matching a Control Va-
riates rovnéz pomohly k velkému zlepseni. Zaroven se zajimame, zda by
tyto dvé metody byly efektivnéjsi pfi mensim poctu ruznych vyvoju cen.
Podivejme se na tabulku 4.2, kterd zachycuje vysledky pfi malém poctu
ruznych vyvoju pro cenu podkladového aktiva. Tisic opakovani pro vypocet
prumeéru a rozptylu jsme ponechali. Je zfejmé, ze Importance Sampling spolu
s Antithetic Variates budou stale prinaset nejvyraznéjsi zlepseni. Poméry re-
dukce mezi jednotlivymi metodami navzajem jsou velmi obdobné jako pri
velkém poctu opakovani. Je rovnéz patrné, ze s rostoucim poctem ruznych
vyvoju ceny aktiva budou metody prinaset stale vétsi zlepSeni, pticemz ze
srovnan{ uvedenych dvou tabulek lze odvodit, ze stdle plati pomeér 1/4/n.
Prvni vysledky jsou postaveny na desetinasobném poctu cest nez vysledky v

druhé tabulce a poméry u kazdé metody jsou priblizné trojnasobkem, tedy
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nasobkem ve vysi /10 = 3, 16.

Metoda Pocet cest | Cas | Primér | Rozptyl | Pomér
Standartni odhad 100 376 | 0,3387 | 0,1399
Antithetic Variates 50 362 | 0,3295 | 0,01814 7,7
MomentMatching 70 353 | 0,3332 | 0,02432 5,8
Control Variates 56 355 | 0,3346 | 0,03231 4.4
Importance Sampling 115 346 | 0,3371 | 0,01537 9,1
Stratified Sampling 24 348 | 0,3330 | 0,05973 2,3
Latin Hypercube Sampl. 4 409 | 0,3289 | 0,2430 0,6

Tabulka 4.2: Udaje o jednotlivych metodéach pfi mensim poctu cest.

Stratified Sampling a Latin Hypercube Sampling jsou ¢asové velmi narocné
metody, a proto pfi omezeném cCase neptinasi tak dobré vysledky jako ostatni
metody. Na viné je casova naro¢nost vypoctu hodnot inverzni distribucni
funkce. Tomuto problému by se dalo celit tim, ze bychom hodnoty inverzni
distribu¢ni funkce tabelovali. Pfedem bychom spocetli napt. 100 000 hodnot
a pak by pro kazdou pravdépodobnost ve vysi nasobku 0.000 01 dochazelo k
pifmému piifazeni hodnoty. Museli bychom zaroven upravit generatory Vi;,
tak aby neobsahovaly U;; ze spojitého rovnomérného rozdéleni, ale
z diskrétniho.

Pro predstavu uvadime i srovnani vysledku pfi stejném zadani. S ohle-
dem na dobu vypocétu necht je to napt. 100 cest a 100 opakovéani. Z ta-
bulky 4.3 vyplyvé, ze odhlédneme-li od doby trvani vypoctu, jsou vSechny
metody pro stejné zadani srovnatelné. Jen Antithetic Variates poskytuje
vyraznéjsi vylepSeni nez metody ostatni, nebot touto metodou v podstaté
zdvojnasobujeme pocet cest. Zaroven si muzeme povsSimnout, ze rozptyly
jsou radové srovnatelné s tabulkou 4.2, ale pruméry ne. Timto jsme se ujis-

tili, Ze sto opakovani je nedostatecny pocet pro stanoveni prumeéru a rozptylu
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odhadu.

Metoda Cas | Prumeér | Rozptyl | Pomér
Standartni odhad 38 | 0,3200 | 0,1361
Antithetic Variates 69 | 0,3273 | 0,01052 13
MomentMatching 49 | 0,3100 | 0,01666 8,2
Control Variates 61 | 0,3216 | 0,01345 | 10,1

Importance Sampling 32 | 0,3072 | 0,01592 8,6
Stratified Sampling 150 | 0,3360 | 0,01247 | 10,9
Latin Hypercube Sampl. | 958 | 0,3104 | 0,01483 9,2

Tabulka 4.3: Udaje o jednotlivych metodéch pfi stejném zadani 100 x 100.

Ziskané vysledky nas privadi jesté k uvaze nad skutecnosti, ze prumeéry
odhadu ze simulaci neodpovidaji vysledku analytického vzorce. Podle toho
mé byt cena up-and-out call opce za naSich podminek rovna 0,3346. Ze
simulaci ale vidime, ze pruméry se pohybuji v rozmezi 0,3296 a 0,3333.
Spustime-li jedenkrat odhad pro 1 000 000 cest ptfi pouziti Importance
Sampling, ziskdme odhad 0,3310. Timto se opét vracime ke ¢lanku [2] a
k prizpusobeni puvodniho vzorce pro spojité bariérové opce na vzorec pro
diskrétni opce. Zminovana chyba odhadu, ktera v nékterych pripadech muze
¢init az 1/y/m, tj. az 6% pro zadané parametry, zde ¢ini 1%. To nés vede
k zaveéru, ze chceme-li ziskat opravdu presné hodnoty pro bariérové opce, je

lepsi provadét Monte Carlo simulace nez se spoléhat na analyticky vzorec.
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Kapitola 5

Implementace jednotlivych
metod v modelu se

stochastickou volatilitou

Pouziti vsech metod jsme si ukazali na jednodussim modelu s konstantni vo-
litou, vybereme uz jen nékteré metody. Metody Antithetic Variates, Moment
Matching a Control Variates patii k tém jednodussim a nebude problém je
pouzit i v tomto piipadé. K aplikaci metody Importance Sampling pristoupime
obdobné jako v predchozim ptipadé. Metodami Stratified Sampling a Latin
Hypercube Sampling se zabyvat nebudeme z duvodu jejich obtizné imple-
mentace a jejich velké ¢asové narocnosti.

Model se stochastickou volatilitou (3.3), (3.4) pracuje s dvéma nezdvislymi
ndhodnymi procesy. Pro n vyvoju ceny ceny S;; budeme muset vygenero-
vat dvojndsobny pocet nahodnych generdtoru a vedle hodnot S;; vypocitat
i hodnoty U?j. Pristoupime proto ke zméné poctu ¢asovych okamziku v roce,
pro které budeme hodnoty pocitat. Snizme puvodni pocet z 250 jen na 100.

Index 5 se v této kapitole bude pohybovat pouze od 1 do 100.
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Pripominame, ze
Sij = Sij1 (1 + pSt + o/ Dtey)), (5.1)
0% = ot | +a(o} — ol At + ot At (5.2)
s pocatecnimi podminkami
Sip = 100, o3 = o7,
s parametry At = 1/100, u = 0,08, 0, =0,2,a =0,01 a{ =0,18 a
s

R
Standartni odhad ceny up-and-out call opce v podminkiach modelu se

s €5, €7; nezavislymi ndhodnymi generdtory z N(0,1).
stochastickou volatilitou ziskame dosazenim .S;; vypoctenych podle vzorce
(5.1) do vztahu

A _ T +
Cuo =" (Sinoo — K)* Iis, <m, j-1....100)-

5.1 Metoda Antithetic Variates

Pro vypocet jednoho prubéhu ceny podkladového aktiva S;q,...,.Si100 dle
(5.1) a (5.2) jsou t¥eba hodnoty &3, ..., €500 @ €%, ---, €%00- Metoda Antithetic
Variates nas navad{ ke spocten{ dalstho prabéhu S, ..., Siigo z generdtort
—€2 ey =00 & —E€Z, ey —E%00-

Na zakladé teoretického popisu této metody muzeme uvazovat jesté jednu
variantu. V podkapitole 2.1 je zminéno, Ze odliSnost rozptylu standartniho
odhadu a vylepseného odhadu zavisi i na kovarianci mezi Y; a Y;, funkénimi
hodnotami odvozenymi od ptivodnich a opacnych generdtoru z N (0, 1) Proto
bychom mohli zkusit zménit znaménka jen u ndhodného procesu pro vyvoj
ceny a poéitat odhad z (& €75, €5;) @ (—Efj,afj).

V zavéru kapitoly se podivame na vysledky obou postupt. Oznacme me-
todu s ( g5 e%) a (—ef, —e7) jako Antithetic Variates 1 a metodu s (¢, €7,)
a (—e5,€7;) jako Antithetic Variates 2.
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5.2 Metoda Moment Matching

V modelu s konstantni volatilitou jsme pii vypoctu S;; dle vztahu (3.7)
nedosazovali €;5, ale jeho znormovanou hodnotu 81;5;57 V modelu se stochas-
tickou volatilitou zachazime v kazdém kroku s dvém]a nahodnymi generatory.
MiuZeme normovat kazdy proces zvlast nebo oba dohromady. Predpoklddéme,
7e piinosnéjsi bude varianta druhd, nebot poc¢itdme prumeér a odchylku na
zékladé dvojndsobného poctu hodnot. Do (5.1) a (5.2) proto budeme dosa-

zovat normované generatory

kde

n

_ 1 o 1 g = c
PO ALIEEE DM CALIRCAR))

5.3 Metoda Control Variates

Podle znaceni v podkapitole 2.3 je velicinou Y diskontovana vyplata z up-
and-out call opce odvozend z cen podkladového aktiva podle vzorcu (5.1) a
(5.2).

Kontrolni proménnou X v tomto modelu mohou byt vSechny t¥i moznosti
uvedené u ptredchoziho modelu. Jednalo se o diskontovanou cenu podkla-
dového aktiva Sigg, diskontovanou vyplatu plynouci z oby¢ejné call opce a
diskontovanou vyplatu z vytvoreného portfolia. Zde se vsak domnivame, ze
za stavajicich podminek muzeme docilit jesté vétsi korelace, pokud za kon-
trolni proménnou vezmeme diskontované vyplaty spojené s up-and-out call
opci vypoctené v modelu s konstantni volatilitou pti dosazeni stejnych ge-
neratoru pro S;;, tedy vyplaty odvozené z cen podkladového aktiva danych
jako

Sij = Sij—1 (1 + pulst + o/ Dtes).
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Stredni hodnotu takto zvolené kontrolni proménné bychom meéli ziskat ze
vzorce uvedeného v podkapitole 3.1. Vysledek bude jiny nez v predchozi
kapitole, protoze mame jiny pocet ¢asovych kroki. Za m budeme misto 250
dosazovat jen 100. Vysledna hodnota je 0,3759. V zavéru predchozi kapitoly
jsme dospéli k zavéru, ze vysledky tohoto vzorce jsou ve srovnani s vysledky
simulaci nadhodnocené. S ohledem na moznou chybu pii dosazeni vysledku
analytického vzorce, dosadme za stfedni hodnotu odhad ziskany pomoci
nejpiesnéjsi metody, tedy Importance Sampling pii 1 000 000 cestach!, ktery
je 0,3695.

Hodnota vybérové korelace mezi bariérovou opci v prvnim a druhém
modelu pfi 100 000 simulacich ¢ini 0,8653.

5.4 Metoda Importance Sampling

U implementace této metody v pripadé modelu s konstantni volatilitou jsme
transformovali rozdéleni tak, ze jsme ndhodné generatory posunuli o kon-
stantu «, tj. zménili jsme rozdéleni z N (0, 1) na N(a,1). Hodnotu konstanty
a jsme ziskali pfi maximalizaci funkce (4.2) pfes vSechna z = (1, ..., £250).
V modelu se stochastickou volatilitou ziskédva tato proménna novou podobu
z = (7, ., 6500, €, -y €900), ale stale se snazfme najit argument maxima
funkce (4.2).

Abychom dosahli co nejvetsi analogie s postupem v piipadé prvniho mo-
delu, zuzme vybér mezi vSemi moznymi z na takovd, kterd maji vSechny
prvky vektoru konstantni, a to nenulové v prvni poloviné a nulové v polo-
viné druhé, tj. z = (e, ..., £,0, ..., 0). Dosdhneme tak opét konstantni volatility

na trovni o, linedrntho prubéhu ceny S; a zjednoduSeni na maximalizaci

Pokud jsme uvadéli hodnoty ziskané pii 100 000 simulacich, slouzily jen pro orientaci.

Na tomto udaji zavisi dalsi vysledek, a tak ho spoc¢teme pii 1 000 000 simulacich.
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funkce
fo(e) =1In [So(l + pt 4 o/ Dte)' 0 — K] - %10052
pro vSechna e, pro néz Sy lezi mezi realiza¢ni cenou a bariérou, tedy
K < So(1 4 pAt + op\/Ate)'™ < H.

Prubéh této funkce muzeme vidét na obrazku 5.1. Stejné jako v minulém
pripadé,
o =arg max fale) = en.

Hodnota této konstanty? pro model se stochastickou volatilitou se zadanymi

parametry je 0,05124.

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Obrazek 5.1: Prubéh funkce fo(e) pro —0,001505 < ¢ < 0,05124.

S
ij

~

Pii vypoctu S a o7 podle rovnic (5.1) a (5.2) tedy generujeme e

N(a,1) agf; ~ N(0,1), z nich urcujeme diskontovanou hodnotu vyplaty z

2Upozoriiujeme, ze rovnice H = So(1 + p/At + op/Ate)1%° m4 sto kofenii, které jsou

i komplexni. Pro e ~ N(0,1) v8ak pfichdz{ v tivahu jen jeden z nich.
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up-and-out call opce v i-tém prubéhu, kterou posléze prenasobime ptislusnym
podilem hustot odvozenym z obecného tvaru (2.9)

100

1
exp [— aZ&?fj + 5100042 )

5.5 Srovnani metod

Zacnéme opét s vypoctem standartniho odhadu popsanym na zacatku této
kapitoly pro 1000 ruznych vyvoju ceny aktiva a 1000 opakovani pro stanoveni
pruméru a rozptylu odhadu. Délce trvani tohoto vypoctu, tedy cca 4700
sekundam, tj. zhruba péti sekundam na jeden diléi odhad, prizpusobime
vypocty ostatnich odhadu, vzdy s dpravou poc¢tu prubéhu ceny a tisicem
opakovani. Jejich vysledky najdeme v tabulce 5.1. Pripominame, Ze jsme

popsali dva rtzné postupy v pripadé metody Antithetic Variates.

Metoda Pocet cest | Cas | Pramér | Rozptyl | Pomeér
Standartni odhad 1000 4710 | 0,3720 | 0,002338
Antithetic Variates 1 500 4726 | 0,3729 | 0,001899 | 1,231
Antithetic Variates 2 500 4580 | 0,3727 | 0,001968 | 1,188
MomentMatching 780 4697 | 0,3703 | 0,002290 | 1,021
Control Variates 700 4486 | 0,3759 | 0,0008457 | 2,765
Importance Sampling 1000 4492 | 0,3738 | 0,001864 | 1,254

Tabulka 5.1: Udaje o jednotlivych metodéach pri 1000 opakovani

Nejvetsi pifnos vykazuje metoda Contol Variate, nebot jsme schopni ge-
nerovat silné korelovanou kontrolni proménnou. Metody Importance Sam-
pling a Antithetic Variates prinasi i zde srovnatelné vysledky, stejné jako
v modelu s konstantni volatilitou. Uvaha nad moznym vylepSenim metody

Antithetic Variates nebyla nijak ptinosna. Puvodni pristup k této metodé
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vykazuje o néco vétsi redukci. Spocetli jsme proto pro zajimavost vysi ko-
varianci v obou piipadech. Vybérovd kovariance velicin Y a Y ¢inf -1049 v
pripadé puvodniho ptistupu a -1005 v piipadé nového piistupu. Oba tdaje
spoctené pii 100 000 simulacich.

mensi mérou. U prvniho modelu se poméry rozptylu pohybovaly v rozmezi 8-
27 (nepocitaje Latin Hypercube Sampling). Zde jsme docilili daleko mensich
poméru. Muzeme se domnivat, ze napt. v pripadé jinych parametri modelu
se stochastickou volatilitou bychom mohli dosdhnout vétsi miry redukce.
Mame tim na mysli hlavné parametr y, jehoz navysenim bychom modelovali
vice volatilni volatilitu.

Na zavér poznamenejme, ze stochasticka volatilita s uvedenymi parame-
try navysi cenu opce jen o malo. Odhad ceny up-and-out call opce v modelu
s konstantni volatilitou pii At = 1/100 ziskany skrze Importance Sampling
¢ini pri 1 000 000 simulacich 0,3695, kdezto odhad ceny této opce skrze Con-
trol Variates, uvazujeme-li stochastickou volatilitu a poc¢itame-li 1 000 000

simulaci, je ve vysi 0,3736.
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Kapitola 6
Zaveér

Nasim cilem bylo priblizit ¢tenéfi prostiednictvim této diplomové préce
ruzné postupy, jak zvysit efektivitu Monte Carlo simulaci, které v posledni
dobé nabyvaji na vyznamu nejen v oblasti financi. Aplikace Sesti uvedenych
metod na ocenovani bariérové opce ve dvou ruznych modelech pro vyvoj
ceny podkladového aktiva vede k zaveéru, ze nemuzeme obecné tici, kterd z
metod prindsi nejlepsi vysledky. Specifika kazdé simulace, at uz se jednd o
tvar vyplatni funkce, model pro vyvoj ceny aktiva ¢i existenci obdobného
finan¢niho produktu, jsou dulezitym kritériem pro piinosnost kazdé z metod.

Vysledky srovnani jednotlivych postupu, jak pii simulacich docilit re-
dukce rozptylu hledaného odhadu, se odviji i od ¢asové narocnosti diléich
kroku. Z numerickych vysledku jsme zjistili, ze metody Stratified Sampling
a Latin Hypercube Sampling, u kterych bychom ocekavali velkou pfesnost a
které jsou postaveny na vypoctu hodnot inverzni distribuéni funkce, jsou na-
tolik ¢asové naroéné, ze v uvedenych pripadech nemohou ostatnim metodam
konkurovat.

Potrebu pouzivat simulace jsme ukazali i na piipadu bariérové opce v mo-
delu s konstantni volatilitou, pro jejiz ocenéni existuje analyticky vzorec po-

staveny na Black-Scholesové formuli. Tento vzorec vsak vychézi ze spojitého
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pozorovani ceny podkladového aktiva, a proto zpusobuje pozorovani cen v
diskrétnich ¢asovych okamzicich neptresné vysledky. Pro diskrétni bariérovou
opci je tak lepsi pristoupit k oceniovani na zékladé simulaci, protoze ani ko-
rekce tohoto vzorce publikovand v roce 1997 neni ve vSech ptipadech do-

statecna.
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